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Réduction et typage

On consideére ici le langage MiniML suivant :

Expressions e == z|c|op|if e; theneselsees |funz —e|ejer|letz = e in e

Constantes ¢ = true|false|0|1]..

Opérateurs op o= +| — | * |not|and | fix | iszero
Types 7 u= int | bool || T — T2

Valeurs v = c|lop|funx —e

On pourra utiliser abréviation (fun z y — ...} au lieu de (fun z — fun y — ...) pour les
fonctions a plusieurs arguments. On pourra supposer que I'opérateur fix est toujours appliqué
& des expressions de la forme fun f 2 — ..., et Iabréviation let rec f £ = e; in ey désignera
let f = fix(fun f z — e1) in eq.

Nous utiliserons ici la sémantique a petit-pas avec substitutions vue en cours. Par exemple,
la régle de réduction concernant fix est la suivante

fix(fun f —e) —. e{f« fix(fun f —e)}

On rappelle également le typage de Uopérateur fix :
F fix @ Va. (o — a) = o

Exercice 1

Pour les expressions suivantes, donner la suite des réductions dans la sémantique & petit-pas
avec substitutions et déterminer si I'on aboutit & une valeur, un blocage ou & une suite infinie
de réductions.

l. funzy—ax+y)l2
(funzy—z+vy)l
(funzy—2z+y) 123
if false then 1 else 2
if false then 1 2 else 3

o vk w oW

let f = funz — 2 in if f true then f 1 else 2
letrec fo = ax flx—1)in f 3
8 letrec fx = if iszero(z) then 1 else zx* f(x —1) in f 3
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Fxercice 2

On utilise le typage polymorphe du MiniML vu en cours. Pour les expressions de la question
précédente, construire une dérivation de typage dans l'environnement initialement vide, ou jus-
tifier que expression est mal typée. Peut-on avoir des expressions mal typées mais se réduisant
malgré tout vers une valeur 7 Peut-on avoir des expressions bien typées ne se réduisant pas vers
une valeur 7

L’algorithme M

L’algorithme M est une variante de Ualgorithme d’inférence VW de Damas-Milner qui permet
de déterminer plus finement que W l'emplacement éventuel d’erreurs de typage. A la base, W
est un algorithme d’inférence, qui répond un type (et une substitution) :

W i env x expr — typ * substitution

Par contre, M est présenté comme un algorithme de vérification, qui prend un type en
argument :

M env *x expr x typ — substitution

En fait la différence entre les deux est faible, on peut toujours commencer par donner § M
un type inconnu, c¢’est-a-dire une variable de type fraiche.

L’algorithme M utilise le méme algorithime d'unification mgu que W, ainsi que les mémes
fonctions TypCst et TypOp donnant les types des constantes et opérateurs. On utilise également
la fonction Genr qui généralise toutes les variables de types non présentes dans I', et la fonction
Inst gui au contraire remplace les variables généralisées par de nouvelles variables fraiches.

Voici les cas principaux de M :

M, ¢, 7) = mgu(r, TypCst(c))
M(T, op, 7) = mgu(r, Inst(TypOp(op)))
M, z, 7) = mgu(r, Inst(T(z)))

)

M(T, funz —e, 7) = soit 1 = mgu(r, B1 — B2) avec 1 P2 variables fraiches
soit g = M(p1(I') + 3 : 01(B1), e, p1(B2))
retourner Yg © )
) = soit 1 = M(T, e1, 8 — 7) avec 8 variable fraiche
s0it g = M(p1(), e2, ¢1(8))

retourner oz o 1

M(PJ €1 €2,

\1

M(T, letz = ejiney, 7) = soit 1 = M(T',e1,8) avec B variable fraiche

s0it g = M(p1(I') +z : Geng 1y (¢1(8)), ez, p1(7))
retourner @9 o Y1

Exercice 3

Complétez la définition de l'algorithme M pour le cas (if ... then ... else ...).




Exercice 4
Montrez que I’on peut ajouter le cas suivant pour accélérer le traitement du fix sans modifier
le résultat final :

M, fix(fun f = e), 7) =MD+ f:7, €, 7)

Exercice 5

Utilisez I'algorithme M sur les différentes expressions de I’exercice 1. A chaque fois, partez
d’un environnement vide et d’une variable de type fraiche «. Si 'algorithme M a terminé sans
erreur, appliquez la substitution ¢ obtenue sur « pour trouver le type final de ’expression
considérée.

Exercice 6

Démontrer la correction de l'algorithme M. Plus précisément, montrer que si M(I',e, 7)
répond sans erreur une substitution ¢, alors on a bien @(I') - e : ¢(7). On pourra admettre tous
les résultats intermeédiaires nécessaires (par exemple concernant mgu).



