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(Correction)

Exercice 1 [Confluence Abstraite] Soient R et S deur systémes de réduction t.q.

(Hypl) —g est confluent et SN.

(Hyp2) —g posséde la propriété du diamant:

Vi, u,v t  —g u
ls ls
Jw v =g w
(Hyp3) Le diagramme suivant est vrai
Vi, u,v ¢ —5 U
Ir UL
Jw v =R p w
1. Montrer
Vi u, vt —5 U
L*R b *R
Tw U —pos =R W
Correction : Par induction sur — g (qui est SN). Remarquons d’abord que Uhypothése d’induction est de la
forme:
Vs, u,v S8 -5 U
1 *r 1xr
Hw v —Rr—s =R W

pour tout terme s plus pelit gue t par rapport & l'odre de induction, c’est 6 dire, pour touf terme s 1.q. t —>}S s.

On raisonne par cas sur la séquence t =5 v.

e Sit—%ven0 pas, alorst = v et

t —3 U
v —p—s R W
o Sit—% v en aumoins 1 pas, alorst —pg U/ —5 v et

t —s U
IR Hyp3 L *R
t —% 3 =g —% !
b*r Hypl | x*g HI Ixr Hypl [=*g
U —g —R—s5 g —% w

Remarquer qu’on peut utiliser 'HI sur s car t =75 s et donc s est plus petit que t.
R P

2. Déduire la propriété du diamant pour —5—g —5.
Correction :

Soitt =5ty =g —=hu et t =%ty =5 =% v. On raisonne par

On raisonne par induction sur —>g (qui est SN).

cas surt —p t1 et t —'p ta.



o Cast =1ty ettt =ts.

t -3 —5 U
' l#*R
ls Hyp2 ls  Pointl |s
g
—g -5
T Pomt 1 L*p  Hypl |#p
U —hrg —'r

o Cast £ty out+#ty. Sans perte de generclite on suppose que t — g —g t1.

t —R S =5t =5 = U

Lxr Hypl  l#p I *r
—% HI

g L *r ls

1s Pomt1 s

ts %}%

l*r  Hypl [=*gr xR

v —% —Rrs VR W

Ramarque qu’on peut utiliser UHI sur s cart —7} s et donc s est plus petit que ¢.
q b R

Correction : Par le point 2 la relation o lo propriéité du diamant, donc par le cours on conclut.

Exercice 2 |Typage] Soient ai,az, a3, as des type de base. Pour chaque type A; ci-dessous on cherche o
construwre un terme de type A;. Plus précisément, pour chagque type A; ezhiber un contexte I'; et un terme
Ti t.g Uy =T 2 Ay soit dérivable dans le systéme de types simples du lambda-calcul. Donner la dérivation de
types compléte sous forme d’arbre de lypage.

Rappel : la fleche associe & droite, donc a — b — ¢ dénote le type a — (b — ¢).

1. Ay = (a1 = az) = (az = a3) = (a1 = a2 = ag — a3 — aq4) —> a1 — a4

Aide : étant domné des paramétres f,g,h,x étant (respectivement) de type a1 — a2, az — as, a; —
(g — ag — a3z — a4 et ay, trouvez des constructions vous permettant d’obienir des termes de type as,
a3, g — Gy — Q3 —> G4, Qg — A3 — A4, Q3 —> Q4 €l Q4.

Correction :

SoitI'=f:a1 —as,g: a2 = az,h:a1— a6y —az — az — 44, T a1

I'kFfiag—ay Trz: g

TFifxz:ag
'Fhiai—ay—=as—a3—ae Thzio
ThHha:iay —ay— a3 — ay 'Hfax:an
Trha(fz)as—as—ag I'fz:a; T'tgiag—a3 THfao:as
Tkha(fz)(fz) as—ag Trg(fz):as

FAfAdgAhdzho (fz) (fz) (g (fz):4

S

Ay = (a1 = a9 = a3z) = (az = ag = aq) — (a1 = a2 — aq)

Correction :



T'Ffiar—>a—a3 Traoia

TFgiao—a3—ay Tlyion T'Efaxia— ay TrFwyag

Thgyias—ay P'Ffazy:as

gy (fry) o
AfAgAazdygy (f v y): Ao

Exercice 3 |Expressivité] Considérons les quatre A-termes suivants:

vral i=g.r AZAY.Z faux =g ATAY.Y
O=gep Azdy. (z(x .. (zy)...)) if i=gep AvAydz(n y) 2
A
n fO?JS

Puis considérons le A-terme non :=qe5 Ab.((if 0) faux) vrai.

1. Calculer la forme normale du A-terme non vrai et celle de non faux.
Correction :
non vrai — ((if vrai) faux) vrai —* faux.

non faux — ((if faux) faux) vrai —* vrai.

2. Calculer également les formes normales des A-termes suivants: (0 non) vrai, (1 nomn) vrai,
(2 non) vrai, (3 non) vrai.
Quelle est en génerale la forme normale de (T non) vrai lorsque n est pair? Méme queslion avec n
VMPAIT,

Correction :

(0 non) vrai —" vrai

(1 non) vrai —* non vrai —* faux

(2 non) vrai —* non (non vrai) —* non faux —* vrai.

(3 non) vrai —* non (non (non vrai)) —* non vrai —* faux,

5. Définir un A-terme P qui implémente la fonction parité, c’est i dire, pour toutn € IN, P I —} vrai
sin est pair et Pn -—>E faux sin est impair.
Correction :

P = )n.if ((n non) vrai) vrai faux,




