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Particl de Sémantique des langages de programmation
(Correction)

Exercice 1 Considérons les A-termes suivanis

S = AryArzazz(yz)
K = Axlycx
I Az.x

e montrez que I =g SKK

Correction : Sont soulignés les redex réduits & chaque étape:

SKK — A2.Kz(Kz) — Az.z
° donnez; st possible, une dériwation de typage pour I

Correction :

Tiaby2: o
FrAzz:a—a

e donnez, si possible, une dérivation de typage pour K
Correction :
zray:fhazia

riaFyxAyz: g —a
Fadzdyz:a— (8 — a)

e donnez, si possible, une dérivation de typage pour S

Correction :

z:a— (B—-v),y:a—=Fzabyz:a—= (-7 z:a—= (o), y:a—-FzrakFyy:a—p
z:a—-{f—=vhy:a—=Bziablyz:a zia—(Bovh,yia—fzrakyza

z:a—={B-oyhy:a—Bziabyaz: -y zia—= (=g y:a—Bzabyyz:

zia— (o), y:a—Bzabyxz(yz)y

zia— (B, y:a— 8,k Azzz(yz) ta—y

zia— (8 —7),bx Ay Azaz{yz): (a— ) — (a—7)

Ex Az Ay dzaz(yz) (o — (B — 7)) = (@— F) = (a —7)

e le terme SII{SII) admet-il une forme normale?

Correction : Non, il boucle: SII(SIT) —p5 I(SIT)(I(SII)) et ensuite, soit —g (SII)(I(SIT)) —p
SII(SII), soit —p I(SIT)(SII) —g SII(SII)




o donnez, si possible, une dérivation de typage pour SII(SII)

Correction : On a prowvé en cours que tout terme typable est fortement normalisant. Comme
SII(S1I} ne termine pas, on en déduit qu’il n'y o pas de derivation de typage.

Exercice 2 Soit _° la fonction sur les A-termes définie comme suit:

z° =

(Az.t)° = Azt

(tu)° = t°u° si t° nest pas une abstraction
(tu)® = v{z/u’} sit° = Az

Soient t,u deuxr A-termes quelcongues. Montrer les propriétés suivantes:

1. tou° % (tu)°.

Correction :

Proof. If t° is not an abstraction, then t°u® = (tu)°. If i° = Ay.s, then t°u® = (Ay.s)u° —g

s{y/w®} = (tu)°. .

2. t°{x/u’} —7% t{z/u}®.
Correction :

Proof. The proof is by induction on t.

o t=uy.

If y = x, then

2 {z/u’} = u® = x{x/u}°.

If y # x, then

yo{z/u} =y = y° = y{z/u}°.
e t = Ayw. Then,

(Ay){a/u} = dyv{z/u} =5 4y ol{e/up® = ((Ayv){z/u})®.
e { = vuw.

— Ifv° is not an abstraction, then

(vw)*{z/u°} =
v{z/utw{z/ut —f oy vifulre{o/ul —h (vw){z/u}e

— If v° = Az, then the i.h. gives v®{z/u’} = (Azr){z/u’} —} v{z/u}® so that
v{z/u}® = Az.s where r{z/u°} —% s. As a consequence,

(vw){z/u’} =

r{z/w’Hz/u} =

rz/ut{z/w{z/u}} —j s{z/w’{z/u’}}

=5 ny Sly/wlz/u}}
= (v{z/utu{z/u})°
= (vw){z/u}°
3.t —>,’g t°.
Correction :




Proof. By induction on t. The interesting case is: uv —j (i.h.) uv® —% (uv)® =17, .

Exercice 3 On considére les expressions sur Ualphabet ¥ = {1/0,— /2, x/2} et les propriétés
spécifiées par l'ensemble d’équations € suivant:

TXY = yYXz
xx(yxz) = (xxy)xz
(bxy) =z = 5 (y—2)
= (yxz) = (z—=y) x(E—2)

r—1 =1

l—z = =z

zx1l = =z

1. Prouvez que les éguations suivantes sont dérivables de maniére syntarique & partir de
Uensemble €

e x—(y—2)=y—(r—2z)

o (zxy) = (zxw)=(z—(y—2)x{y—(@—>w)

Correction : On montre seulement la premiére éguation:

(zxy)—wz=x—(y—2) e (zxy)=(@yxz)el&
(3% y) =20 — (y— 2) (xxy) = (y x o) (@xy) »zia—(y—oz) ek
SYTiLiT cixt E
T (y—2) = (@xy) = (xxy)—z=(yxa)—2 (@xy) 2=z (y—2)
trans subst
(zxy)—z=(yxz) -2 (yxz)—z=y—(z—2)
trans

2. Prouvez que, pour tout terme close, e = 1.

Correction : Par induction sur la structure des termes, en utilisant les 3 derniéres égalités




