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Examen du 25/05/2012

Indiations de orretion.

Exerie 1

le point M ′
est donné par

~MM ′ = 2 ~MP , où P est la projetion orthogonale de

M sur Π. Le veteur

~MP vaut α × ~N pour un ertain α. On doit avoir

~OP
orthogonal à

~N , soit enore:

~OP · ~N = 0

( ~OM + ~MP ) · ~N = 0

( ~OM + α ~N) · ~N = 0

α = −( ~OM ·N)/|| ~N ||2

Puisque

~N est unitaire, α = −( ~OM · ~N) = −xMxN − yMyN − zNzM . D'où :

M ′ =





xM + 2αxN

yM + 2αyN
yM + 2αzN





En développant haque omposante et en réorganisant les termes de manière à

faire apparaître les oe�ients de xM , yM et zM dans haque omposante, on

obtient :

M ′ =





xM (1 − 2xNxN ) + yM (−2yNxN ) + zN (−2zNxN )
xM (−2xNyN ) + yM (1− 2yNyN) + zN (−2zNyN)
xM (−2xNzN ) + yM (−2yNzN ) + zN(1− 2zNzN )





La matrie de transformation est don









1− 2xNxN −2yNxN −2zNxN 0
−2xNyN 1− 2yNyN −2zNyN 0
−2xNzN −2yNzN 1− 2zNzN 0

0 0 0 1









Exerie 2

On utilise le théorème de Thalès. Pour haque point M du disque, l'ombre M ′

de M véri�e

~LM ′ = (zL/(zL − zC)) × ~LM . Les oordonnées de M ′
sont elles

de

~OM ′ = ~OL+ ~LM ′
, soit enore, en identi�ant les points à leurs oordonnées,

M ′ = L + (zL/(zL − zC)) × (M − L) . En remplaçant M par C(t), on obtient

l'équation du bord de l'ombre � notez qu'il s'agit enore d'un erle.

Exerie 3

Cet exerie était assez di�ile à résoudre de manière rigoureuse � les indiations

données i-dessous font appel à l'intuition et pourraient enore être développées,

mais je n'attendais pas un raisonnement plus détaillé.
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En résultat intermédiaire, il fallait trouver, retrouver ou tout simplement

supposée onnue la méthode permettant de aluler le entre du erle on-

tenant 3 points quelonques non alignés � un exerie déjà posé et orrigé sur

ma page dans le sujet de 2010-2011, session 2, et réutilisable tel quel.

Si P est réduit à un seul point, le erle herhé est simplement le erle de

rayon nul et entré sur e point. Supposons |P| ≥ 2.
(1) On ommene par montrer le résultat suivant : au moins deux points

de P sont sur C. En supposant qu'auun point de P n'est sur C, le erle C ne

peut pas être de rayon minimal - on peut, entre le bord de C et les points de

P , traer un erle de même entre, de rayon stritement plus petit, et dont la

surfae ontient tous les points de P :

En supposant qu'un seul point M de P est sur C, là enore, C n'est pas de rayon

minimal. Entre le bord de C et les points de P − {M} se trouve un espae vide

dans lequel on peut traer un erle C′
de même entre, de rayon stritement

plus petit, et dont la surfae ontient tous les points de P − {M}.
On peut d'autre part traer un seond erle ayant pour diamètre le segment

formé deM et de l'intersetion de C′
et du diamètre de C ontenantM . Le erle

résultant alors est de rayon stritement plus petit, il ontient enore le point M ,

et sa surfae ontient enore tous les points de P ,

(2) Il faut ensuite montrer la propriété suivante, un peu plus di�ile à établir :

si seulement deux points M1, M2 de P sont sur C, alors es deux points forment

néessairement un diamètre de C. Le entre de C est en e�et sur la médiatrie du

segment [M1M2], à une ertaine distane du segment, et à une même distane

R de M1, M2, égale au rayon de C � plus le entre de C est prohe du segment

[M1,M2], et plus R est petit.

Si [M1M2] n'est pas un diamètre de C, il est possible de hoisir un nou-

veau entre plus prohe de [M1M2], et de onstruire un erle ontenant enore

[M1M2], de rayon stritement plus petit, et dont la surfae ontient enore tous

les points de P .
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On en déduit immédiatement un algorithme permettant de trouver C lorsque

|P| ≥ 2: il su�t de onsidérer exhaustivement tous les erles passant par 3

points non alignés de P , ou dont deux points de P forment un diamètre : l'un

de es erles est néessairement l'enveloppe herhée, e que l'on peut véri�er

par un simple alul de distanes, et un test de minimalité du rayon.

L'uniité de l'enveloppe se démontre failement. En supposant que C, C′

sont deux enveloppes distintes : l'intersetion des surfaes de C, C′
ontient

tous les points de P , en partiulier, les deux erles ne sont pas disjoints; les

deux erles ont même rayon (ils sont minimaux); auun des deux erles n'est

intérieur à l'autre (sinon, l'autre serait de rayon plus grand, ou les deux erles

seraient onfondus).

On en déduit que C, C′
s'intersetent en exatement deux points X,X ′

, et

que [XX ′] est un diamètre de l'un ou de l'autre (sinon, les deux erles ne

pourraient pas être de même rayon). Mais dans e as, la surfae du du erle

de diamètre [XX ′] ontient l'intersetion des surfaes de C, C′
, don aussi les

points de P , et e erle est de diamètre plus petit.

Remarques. Quelques idées en vra proposées dans les opies :

• Choisir omme entre l'un des points de P - suivant un ertain ritère, par

exemple la minimalité du erle entré en e point et enveloppant tous les

autres. Ave seulement deux points, il y a deux erles andidats, et leur

rayon est le double du rayon optimal.

• Prendre pour entre le baryentre des points, et ajuster le rayon de manière

à ontenir tous les points. Si P ontient un sous-ensemble de points for-

mant un amas très dense, e amas aura tendane à attirer le entre du

erle en augmentant inutilement son rayon.

• Prendre pour entre le entre de l'enveloppe retangulaire de P - une

approximation seulement du bon résultat.

• Choisir un erle de rayon minimal passant par 3 points de P . Il peut

y avoir plus d'un erle andidat, et le rayon du erle onstruit est en

général trop grand (onsidérer trois points, le troisième très prohe du

milieu du segment formé par les deux premiers mais par sur le segment :

le erle résultant est immense, alors que le segment pourrait être hoisi

omme diamètre).
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• Choisir omme diamètre un segment de longueur maximale formé par deux

points de P (l'idee la plus fréquente). Ave 3 points formant un triangle

équilatéral de �té 1 : il y a trois erles andidats; haque erle est de

rayon 1/2, et l'un des points est extérieur à elui-i (à distane

√
3/2 du

entre).

• Construire les erles par ajouts suessifs - pour haque point P ajouté

à l'extérieur d'un erle C de entre C déjà onstruit, le nouveau erle

a pour diamètre le prolongement vers P du diamètre formé par les deux

points de (CP ) ∩ C. L'intérieur du nouveau erle ontient alors l'anien,

e qui n'est pas en général néessaire (onsidérer par exemple deux points,

puis ajouter, assez loin du segment formé par es deux points, un nouveau

point sur la médiatrie de segment).

Exerie 4

A noter qu'il ne su�t pas que les bords de deux polygones s'intersetent pour

que es polygones soient joignables. D'autre part, deux polygones peuvent être

joignables même si le nombre d'intersetions entre leurs arêtes dépasse 2 (voir

la �gure i-dessous)

Pour résoudre le problème de la jontion de deux polygones P, P ′
, on peut

par exemple s'inspirer de Weiler-Atherton, ave la même idée de pré-traitement

et de parours alterné entre le bord de P et elui de P ′
.

On suppose les sommets des polygones énumérés dans le sens diret. Dans

les deux polygones on ajoute et l'on marque toutes les intersetions d'arêtes - si

une intersetion se produit sur un sommet, e sommet est simplement marqué,

et dans le as ou des arêtes sont partiellement superposées, on ne onsidère

omme points d'intersetions que les extrémités de leur partie ommune.

Si auun point n'a été marqué omme étant un intersetion, ou bien l'un des

deux polygones est intérieur à l'autre et le seond est la jontion herhée, ou

bien les polygones sont disjoints et non joignables. Sinon, soient P , P
′

les poly-

gones étendus. On hoisit un sommet de l'un des deux polygones non marqué

et intérieur à l'autre polygone (si un tel sommet n'existe pas, les polygones ne

peuvent être que onfondus) - il s'agit par exemple d'un sommet de P . Si la

jontion existe, e sommet doit être sur son bord. D'autre part, si la jontion

existe, le bord de la jontion passe par toutes les intersetions (faire quelques

diagrammes pour s'en onvainre).

A partant de e sommet, on lane le parours des sommets de P , en passant

dans P
′

dès que l'on renontre une intersetion, en revenant à P dès que l'on

renontre une intersetion, en repassant dans P
′

dès que l'on renontre une

intersetion, et. Lorsque l'on revient au sommet de départ, de deux hoses

l'une : ou bien toutes les intersetions ont été visitées, et l'on a parouru le
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bord de la jontion de P, P ′
; ou bien l'une des intersetions n'a pas été visitée,

et les deux polygones ne sont pas joignables.

Le as général se résout par réurrene. Si un ensemble �ni de polygones

est joignable et ontient au moins deux éléments, il ontient néessairement

un ouple d'élements joignables - on peut trouver un tel ouple en essayant

de joindre de haque ouple. S'il existe, le ouple trouvé est remplaé par sa

jontion, et on poursuit le traitement sur un ensemble de polygones ontenant

un élément de moins.
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