
Infographie - M1Examen du 23/05/2011Indi
ations de 
orre
tionExer
i
eEn divisant le ve
teur ~OM par sa norme, on obtient un ve
teur unitaire. Enmultipliant 
e ve
teur unitaire par R, on obtient un ve
teur allant exa
tementde O à la sphère en dire
tion de M , 
'est-à-dire égal à ~OM ′. Le point M ′ estdon
 donné par
~OM ′ =

R

|| ~OM ||
× ~OMLorsque M = Mt ave
 ~OMt = ~OM0 + t × ~u, la proje
tion sphérique de M estdonnée par

~OM ′ =
R

|| ~OMt||
× ~OM0 +

R

|| ~OMt||
× t× ~u (1)Le premier terme tend 
lairement vers ~O lorsque t tend vers +∞ ou −∞. Pour
al
uler la limite du se
ond, on peut faire le raisonnement intuitif suivant.Puisque ~OMt = ~OM0 + t × ~u, le ve
teur ~OM0 devient négligeable devant

t× ~u quand t devient très grand. Le se
ond terme devient approximativementégal à (R/||~u||) × (t/|t|) × ~u, soit ~OF+ = (R/||~u||) × ~u lorsque t est positif, et
~OF− = − ~OF

+ lorsque t est négatif.Plus formellement :
|| ~OMt|| =

√

~OMt · ~OMt

=

√

( ~OM0 + t× ~u) · ( ~OM0 + t× ~u)

=

√

|| ~OM0||2 + 2× t× ( ~OM0 · ~u) + t2 × ||~u||2Soit :
|| ~OMt|| = |t| × ||~u|| ×

√

|| ~OM0||

t2 × ||~u||2
+

2× ( ~OM0 · ~u)

t× ||~u||2
+ 1Don
, lorsque t tend vers +∞, le se
ond membre de (1) tend vers

~OF+ =
R

||~u||
× ~uet vers ~OF− = − ~OF+lorsque t tend vers −∞. Noter que F+ est simplementl'interse
tion de S et de la demi-droite partant de O et allant dans la dire
tion

~u. Le point F− est le point de S atteint en allant dans la dire
tion −~u.ProblèmeQuestion 1(1.1) (i) Chaque ve
teur est orthogonal à ~U . De plus, ~V + est �à gau
he� de ~Uet ~V − est �à droite�. Pour ~U = (Ux, Uy), on peut prendre ~V + = (−Uy, Ux) et
~V − = (Uy,−Ux). Noter que les trois ve
teurs sont de même norme.1



(ii) Posons
~U =

δ

2× || ~AB||
~ABSoient ~V +, ~V − les deux ve
teurs asso
iés 
omme 
i-dessus. Les points 
her
héspeuvent être dé�nis par ~AA+ = ~BB+ = ~V + et ~AA− = ~BB− = ~V −.(1.2) On suppose les sommets de P énumérés dans le sens dire
t.

• Pour 
haque i ∈ [0, . . . , n[, soient Ai = Pi, Bi = Pi+1,et soient A+

i , A
−

i , B
+

i , B
−

i 
al
ulés 
omme en (1.1).
• Pour 
haque i ∈ [0, . . . , n[,soit Q+

i l'interse
tion des droites (A+

i−1
, B+

i−1
) et (A+

i , B
+

i ) (à détailler),soit Q−

i l'interse
tion des droites (A−

i−1
, B−

i−1
) et (A−

i , B
−

i ) (à détailler),
Une méthode fon
tionnant lorsque δ est relativement petit 
onsiste à tra
er
(Q+

0 , . . . , Q
+

n−1) ou de (Q−

0 , . . . , Q
−

n−1) et à remplir (par remplissage de ta
hes)l'espa
e entre 
es deux polygones.Si δ est su�samment grand, il est possible que deux arêtes de (Q+

0 , . . . , Q
+

n−1)ou de (Q−

0 , . . . , Q
−

n−1) se 
roisent (
'est presque le 
as dans la �gure en exempledans l'enon
é) ou que tout l'espa
e intérieur à (Q−

0 , . . . , Q
−

n−1) soit rempli, don
il vaut mieux utiliser la méthode suivante : pour 
haque i, on tra
e et on remplit(par balayage) le quadrilatère (Q+

i Q
+

i+1
, Q−

i+1
Q−

i ). Notez que si δ est très grand,il est possible que deux arêtes de 
e quadrilatère se 
roisent - idéalement, il fautdéte
ter 
ette situation et la résoudre, par exemple en inversant deux sommets.Question 2(2.1) Le point C0 (resp. D0) est simplement le point d'impa
t du rayon par-tant de L0 et de dire
tion ~LhAh (resp. ~LhBh) ave
 le plan 
ontenant O et denormale ~k = (0, 0, 1) (
.f. TD 1).(2.2) Un algorithme très simple :1. Pour 
haque i : on pose A = Pi, B = Pi+1 ; on 
al
ule C,D 
omme
i-dessus ; on a�
he et on remplit (A,B,D,C), en noir (par balayage)2. On a�
he P , et on remplit P en blan
 (par balayage).2



(2.3) Lorsque 0 ≤ δ ≤ h, l'ombre de l'extrusion de 
haque arête [AB] devientin�nie - il n'est pas trop dur de voir que 
ette ombre ne dépend plus de la valeurexa
te de δ et h, et qu'elle est délimitée par : la demi-droite partant de A, dedire
tion ~LA ; le segment [AB] ; la demi-droite partant de B, de dire
tion ~LB.Les points C,D sont alors indé�nis, mais rien n'empê
he de 
hoisir en (2.2.2)des points C,D sur le 
ontour de l'ombre (C sur la demi-droite partant de Aet D sur 
elle partant de B) su�samment éloignés des limites de l'é
ran pour
ouvrir toute la partie de l'ombre à a�
her.
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