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Exercice 1 On se place d,ans le cadre du problème de la sélect'ion d''instruct'ions. On prend

conxrne s'ignature r E : {*0, g2}, On suppose les tui,les (filtres) et coû'ts su'iuants :

I 1t.1.t,C (;o1t,t

h:a
fz: s@,a)
fz: o@,u)

fu: s(s@,a),s(w,z))
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(!) Montrez qu"il y a toujours une solution au problème de recouurement. QueLs sont les

ensembies minimaux de tui,les parmi, celles cons'idérées qui ont cette proprzété ?

(2) Consi,dérez I'arbre ta : g(g(a, a), g(a, a)). Quels sont les recouvrements possibles et quels

sont les recouvrements de coût minimal ?

Pour trouuer une solut'ion opti,male, on se propose d'ut'ili,ser la méthode de programmat'ion

dgnamique suzuante.

- On énumère les noeuds de I'arbre des feui'Iles uers Ia rac'ine Sottom-uP/.
- Quand on est au noeud n on a déjà détermi,né le coût rni,nimum d,e tous les descendants de n.

- On énumère toutes les tuiles qui sont compatibles auec le noeud n (le sous-arbre de racine n
matche Ie f,ltre). Pour chaque tui,le t de coû,t c il y o,ura un certa'in nornbre de sous-arbres de

rac'ine n1,...,rt (k > 0) qui, ne sont pas couuerts par la tui,Ie et dont Ie cottt mi,ni,mum est

Ctr, , . ,C1".

- On déri,ue que c*Dt:r,...,xct est une borne sup au coût du sous-arbren. Le co:ût den est Ie
m'in'irnu'm des bornes sup.

(3) Appliquez Ia métltode de programmat'ion dynamique à,I'eremple (arbre ts).

( ) Expliqvez pourquoi, cet algorr,tltme trouue une solut'ion opt'imale (dans I'eremple et en

oénéral).



Exercice 2 Dans Ie cours nous o,uons di,scuté une ertensi,on du langage Irnp auec fonct'ions,
dzsons ImpF ; cet ererc'ice contznue Ia dzscuss'ion uers une mise en oeuure.

- La catégorze syntari,que des commandes est étendue comme su'it :

,5 ::: skip I zd :: e

' whi.le b do S
^9; 

S I if b then ,9 else ,5 |
id :: T(e,. ..,e) | return(e)

- Une mémo'ire locale est une foncti.on partr,elle ls Ç lid -+ Zl. La mémo'ire m est ma'in-
tenant représentée par un couple (ls, s) et les fonctr,ans d"e lecture et de mzse-à-jour sont
adaptées en conséquence.

* La catégorze syntarzque des continuations esl étendue comme sui,t :

K '.:: halt I returnb(f , i,d, K,ls) | S . K

- La sémantique à grands pas des erpresszons et cles condzt'ions booléennes et à petzts pas

des commandes repose sur des jugements de la forme :

(e,m) 1[ u (b,m) Jtr u (T,S,K,ïrL) -+ (T',5',K',m')

- Unprogramme estune su'ite de déclarati,ons defoncti,ons dontla derni,ère estle'main}'.
Une déclaratzon de foncti,on a la forme :

f @t,'' ' ,rn) : vât r'na1,' " ,r*i S

où l'an peut supposer que les uari,ables rrt.. .,:L^, sont toutes différentes et que les uari-
ables locales rn+rt. ..,rm sont i,ni,ti,al'isées auec la ualeur A. Le passage des paramètres

est par valeur.
On utzl'tse les notati,ons m(r) pour li,re le contenu de la uartable r dans la mémo'ire m et

mlulr] pour mettre à jour le contenu de la uariable r dans Ia mémo'irent. Formellement on
a:

(ls,s)(r) :{tt,(') st'r€d'om(Is) ( rr

L "r,) autrement (ts,s)lutrl: 
t [i:\'É]d] ï,i;:,"#aù

La sémanti,que à peti,ts pas des commandes est Ia su'iuante :

(/,skip, S.I(,m) '+ (f ,S,K,m)

(T,, ,: e, K,m) -+ (/, skip, K,mlulr)) si (e,m) g u

(f ,s;s"K,m) -+ ("f,,s,s' .K,m)

(/, ir b then s erse .e/, K, nr) -+ { ii f :;n) ::li',;] t i:l:
(/,white b do s,K,s) -+ { {t's'(while b do s)'K'm) si (b'nz)$true

' I (/,skip, K, m) sz (b, m) .{f false

(T,rt: call g(e1,...,en),K,m) -+ (g,,9,returnto(f ,r,K,ls),m.') si(er.,nz) |f,ui,i:1,...,rt,

i!: : r,iï:) 
: 
:îï; :,i ) ; ^, ï,:,':i r, ^\,,, 

s), m, : (,s,, s ),

(/,return(e),returnto(g, r,K,ls'),n't) -+ (g,r,:u,K,m') si (e,m) Jf,u,rn: (ls,s),m': (ls',s)

(/, return(e), S . K,m) -+ (f ,return(e),K,nz)



Votre tâche Dans Ia su'ite on d,onne la représentat'ion en OCAML de Ia syntare abstrazte

et de l'éualuateur à peti,ts pas du langage lmp. Proposez une ertens'ion qu'i couure Ie langage

lmpF

(*,r.* Syntaxe abstraite pour Imp *+*)

type exp =

I ta ot string
I Tnt of int
I lad of expi.exp "

type bexp = Less of exp*exp;;

type coûr =
I J4]P

I Assiga of string * çxp
I Seq of con t c.om.

I' Ite of bexp * com * con

I Wnlte of bexp * con ;;

type prog =

Prog of com ;;

type cont =
Halt

I Cons of com*cont ;;

(**+ |,1$neirs +**)

type mem = (string*j-nt) list; ;

let rec value (m,x) = natch rn wj.th
(y,v)::rn' -> if x=y then v else value(n',x)
| - -> failwith "undefined memory";;

(*** Mise à jour de 1a ménoj,re ***)

let rec update(ni,x,v) = match ro with
ll -> [(x,v)]
I (y,v1) : :m' -) if x=y then (x,v) : :rn'

else (y,v1) : : update(m',x,v) ; ;



(+** Evaluaton expressj-ons ***)

1et rec eval_exp (e,m) =

natch e with
Id(x) -> value(m,x)

I Int(x) -> x
I Add(el,e2) -> let x1=L,r.1-"*p (el,nr) in let x2= eval-exp (e2,n) in x7+x2;;

1et eval-bool (b,ro) = match b with
Less(e,e') -> 1et x=eval-exp(e,n) in let x'=eva1-exp(e',n) in (x< x');;

(* Petits pas pour les conunandes *)

let step (s,k,n) = match s with
Skip -> (match k with Cons(s',k') -> (s',k',n) I _ -> (s,k,m) )
I Assign(x,e) -> Let v=eval-exp (e,n) in (Skip, k, update(m,x,v))
I Seq(s1,s2) -> (s1, Cons(s2,k),n)
I lte(b,s1,s2) -> 1et x=eval_bool(b,m) in

(if x then (s1,k,n) else (s2,k,m))
I while(b,s1) -> 1et x=eva1_boo1(b,m) in

if x then (s1,Cons(Lbile(b,s1),k),m)
else (Skip,k,m) ;;

(**+ Ëxecution r.*r.)

1et rec run (s,k,m) = match (s,k) with
(Skip, Halt) -> m

I - -> 1et (s1,kl,n1) = step(s,k,n) in run(s1,kl,n1) ;;

1et run-prog (p,m) = match p with
Prog(s) -> run(s,Halt,m) ; ;
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