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Exercice 1 On se place dans le cadre du probleme de la sélection d’instructions. On prend
comme signature : ¥ = {a% g*}. On suppose les tuiles (filtres) et cotts suivants :

Tuile Cott
h=a 1
f2=g(a,a) 2
f3=g(z,y) 3
fa=9(9(z,y), g(w,2)) | 4

1) Montrez qu’il y a toujours une solution au probléme de recouvrement. Quels sont les
y J p
ensembles minimaux de tuiles parmi celles considérées qui ont cette propriété ?

(2) Considérez l’arbre ty = g(g(a,a), g(a,a)). Quels sont les recouvrements possibles et quels
sont les recouvrements de cott minimal 2

Pour trouver une solution optimale, on se propose d’utiliser la méthode de programmation
dynamique suivante.

— On énumeére les noeuds de l'arbre des feuilles vers la racine (bottom-up).

~ Quand on est au noeud n on a déja déterminé le colt minimum de tous les descendants de n.

— On énumeére toutes les tuiles qui sont compatibles avec le noeud n (le sous-arbre de racine n
matche le filtre). Pour chaque tuile t de cott ¢ il y aura un certain nombre de sous-arbres de
racine ni,...,ng (k > 0) qui ne sont pas couverts par la tuile et dont le codt minimum est
Clywie, Chs

~ On dérive que c+ =1, xC; est une borne sup au colt du sous-arbre n. Le colt de n est le
mintmum des bornes sup.

(3) Appliquez la méthode de programmation dynamique & Uezemple (arbre tg).

(4) Expliquez pourquoi cet algorithme trouve une solution optimale (dans [’ezemple et en
général).



Exercice 2 Dans le cours nous avons discuté une extension du langage Imp avec fonctions,
disons ImpF' ; cet exercice continue la discussion vers une mise en oeuuvre.

— La catégorie syntazique des commandes est étendue comme suit :

S = skip|id:=¢]|S5;S!if bthen S else §|
while b do S| id := f(e,...,e) | return(e)
- Une mémotre locale est une fonction partielle ls € [id — Z]. La mémoire m est main-
tenant représentée par un couple (ls, s) et les fonctions de lecture et de mise-a-jour sont

adaptées en conséquence.
— La catégorie syntazique des continuations est étendue comme suit :

K ::= halt | returnto(f, id, K,Is) | S - K

- La sémantique d grands pas des expressions et des conditions booléennes et a petits pas
des commandes repose sur des jugements de la forme :

(e,m) v (bm)dv  (f,S, K m)= (f,8, K m)

— Un programme est une suite de déclarations de fonctions dont la derniére est le ‘main()’.
Une déclaration de fonction a la forme :

JUBLy s s il ) =2 YVBE Bryiids o5 0y Bl 5
ot l'on peut supposer que les variables xy, ..., T, sont toutes différentes et que les vari-
ables locales zn11,..., 2T, Sont initialisées avec la valeur 0. Le passage des paramétres

est par valeur.
On utilise les notations m(z) pour lire le contenu de la variable x dans la mémoire m et

mlv/x] pour mettre a jour le contenu de la variable z dans la mémoire m. Formellement on

a .

(s, 8){x) = { Is(z) size dom(ls) s, 5l/a] = { (Is[v/z],s) siz € dom(ls)

s(z) autrement (Is,s[v/z]) autrement

La sémantique a petits pas des commandes est la suivante :

(f,skip, S - K,m) - (f, S, K,m)
(f,z:=e,K,m) —  (f,skip, K, m[v/z]) si(e,m) v
(f:S;SlaKﬂ,n) =7 (f:S:SI'Kvm)

. , (f,S,K,m) si(bm) true
(f,if b then S else S', K,m) — { (EE, Bom) i {byes) | fales

: (£, S, (while b do S) - K,m) si(b,m) | true
Ly Behile Bt 5, o] - { (7, skip, K, m) o (b, m) J) false
(fyo:=call gler,...,en), K,m) — (g, S,returnto(f,z, K, ls),m') si(es,m) v, i=1,...,n,
g1, .., Tn) = Var Tngt, ..., Tm; S, m = (ls,8),m' = (Is, 5),

Is' == [ui /B g5 5 5 1 V) By O T s ¢+ 5 B D]
(f,return(e), returnto(g, z, K, Is'),m) — (g,z:=v,K,m’) si(e,m)fv,m=(Is,s),m" = (Is',s)

(f,return(e), S < K, m) —  (f,return(e), K, m)



Votre tache Dans la suite on donne la représentation en OCAML de la syntaze abstraite
et de l’évaluateur a petits pas du langage Imp. Proposez une extension qui couvre le langage
ImpF

(*** Syntaxe abstraite pour Imp ***)

type exp =

| Id of string

| Int of int

| Add of exp*exp ;;

type bexp = Less of exp*exp;;

type com =

| Skip

| Assign of string * exp

| Seq of com * com

| Ite of bexp * com * com
| While of bexp * com ;;

type prog =
Prog of com ;;

type cont =
Halt
| Cons of com*cont ;;

(*%* Mémoire **x)

type mem = (string#int) list;;

let rec value (m,x) = match m with
(y,v)::m? -> if x=y then v else value(m’,x)
| _ -> failwith "undefined memory";;

(¥** Mise a jour de la mémoire ***)

let rec update(m,x,v) = match m with

0 -> [x,n]

| (y,v1)::m> -> if x=y then (x,v)::m’
else (y,vl):: update(m’,x,v);;



(*#* Evaluaton expressions k*x)

let rec eval_exp (e,m)
match e with
Id(x) -> value(m,x)
| Int(x) -> x
| Add(el,e2) -> 1let x1

eval_exp (el,m) in let x2= eval_exp (e2,m) in x1+x2 ;;

let eval_bool (b,m) = match b with
Less(e,e’) -> let x=eval_exp(e,m) in let x’=eval_exp(e’,m) in (x< x’);;

(x Petits pas pour les commandes *)

let step (s,k,m) = match s with
Skip -> (match k with Coms(s’,k’) -> (s’,k’,m) | _ -> (s,k,m) )
| Assign(x,e) -> let v=eval_exp (e,m) in (Skip, k, update(m,x,v))
| Seq(sl,s2) -> (s1, Cons(s2,k),m)
| Ite(b,s1,s2) -> let x=eval_bool(b,m) in

(if x then (s1,k,m) else (s2,k,m))
| While(b,s1) -> let x=eval_bool(b,m) in

if x then (s1,Cons(While(b,s1),k),m)

else (Skip,k,m) ;;

(*** Execution ***)
let rec run (s,k,m) = match (s,k) with
(Skip, Halt) -> m

| _ ->let (si,ki,m1) = step(s,k,m) in run(si,ki,ml) ;;

let run_prog (p,m) = match p with
Prog(s) -> run(s,Halt,m) ;;



