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Exercice : G ol o

Soit  la fonction de IN x IN dans IN‘définie par : y(n, p) = 2VTPHL £ 2P,
Question 1 : Montrer v que est une injection,

Question 2 : Donner une méthode de calcul de la fonction d; : IN — IN définie
par dy(m) = p <= In tel que y(n,p) = m. Donner une méthode de calcul de la
fonction &1 : IN — IN définie par §;(m) = n <= Jp tel que y(n,p) = m.

Question 3 : Montrer que 7, d; et d, sont primitives récursives.

Probléeme :

Soit A ’alphabet {a,b}. Si x est un entier de ZZ, on associe a cet entier relatif
une représentation par un mot de A*, notée p(z), ainsi définie :
— gi z = 0, alors = est représenté par le mot vide (é.e. le mot constitué d’aucune
lettre)
— gi z > 0, alors z est représenté selon une écriture binaire de z, la lettre a étant
comprise comme un 1 et la lettre b comme.un 0; (et;donc p(z) commence par un a)
— si z < 0, alors z est représenté selon une écriture binaire de —z, mais cette
fois la lettre a étant comprise comme un 0 et la lettre b comme un 1 {et donc p(z)
commence par un b). e

Question 1 : Quelle est la représentation de 5 7 Celle de —5 7 Vérifiez que tout
élément de ZZ posséde une unique représentation, et que tout mot de A* est la
représentation d'un élément de Z7.

Question 2 : Construire une machine de Turing qui, ayant au départ sur sa bande
#po(z)# (ol = € Z), Sarréte avec pour résultat de son calcul #p(z + 1)#.

Question 3 : Construire une machine de Turing qui, ayant au départ sur sa bande
#p(z)# (ol x € Z), s’arréte avec pour résultat de son calcul #p(z — 1)#.

Question 4 : Construire une machine de Turing qui, ayant au départ sur sa bande
H#g#p(z)# (ol g € A* et © € Z), s’arréte avec pour résultat de son calcul #g'#w+
ou :
— si g est le mot vide, alors ¢’ = g et w = p(z) (rien n’est changé)
— si g = ag’ (i.e. g commence par la lettre a), alors w = p(z + 1)
— si g = bg' (i.e. g commence par la lettre b), alors w = p(z — 1)
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On définit maintenant un homomorphisme 7 de A* dans ZZ par : 7w(a) = 1
et w(b) = —1. Autement dit, pour tout mot w € A*, on a 7(w) = |w|, — lwlp, le
nombre de a dans w minoré du nombre de.b dans w.,

Question 5 : Construire une machme de: Turmg qui reahse la fonction pow de A*
dans A*.

Question 6 : Construire une machine de Turing ¢z qui reconnait le langage :
L={ge A" |n(g) =0}

Question 7 : Construire une machine de Turing £y qui reconnait le langage :
M ={ge A* | n(g) = 0 et Vh préfixe de g, 7(h) = 0}.




