Université Paris Diderot Année 2015-2016
L2 Maths - Maths-Info PS4, partiel

Les quatre exercices sont indépendants. La durée est de trois heures. Le baréme approzimatif est
5.5/5/3.5/6. Aucun document, ni calculatrice, ni téléphone portable, ne sont autorisés.

Exercice 1 On suppose qu’il y a autant de chances d’avoir une fille ou un gargon a la naissance.
Votre voisin vous dit qu’il a deux enfants.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il ait au moins un gargon ?

2. Quelle est la probabilité pour qu’il ait un gargon, sachant que I’ainé est une fille 7

3. Quelle est la probabilité pour qu’il ait un gargon, sachant qu’il a au moins une fille 7
4

. On sait que dans les familles avec un garcon et une fille, la fille répond au téléphone avec pro-
babilité p € [0, 1]. Vous téléphonez a votre voisin. Une fille répond. Quelle est la probabilité
pour que votre voisin ait un garcon 7

Exercice 2 Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On tire quatre fois de suite une
boule avec remise. Déterminer les probabilités des événements suivants :

1. A =“le nombre 1 apparait au moins une fois".
2. B ="les quatre nombres tirés forment une suite strictement croissante".
3. C =“les quatre nombres tirés forment une suite croissante (au sens large)".

On ne cherchera pas & évaluer numériquement les résultats.

Exercice 3 Un buveur décide d’essayer de ne plus boire. S’il ne boit pas un jour donné, alors la
probabilité qu’il ne boive pas le lendemain est de 0.4. S’il boit un jour donné, alors le remords
fait que la probabilité qu’il ne boive pas le lendemain monte & 0.8. On appelle A,, ’événement “le
buveur ne boit pas le jour n° n” et p, = P(A,).

1. Etablir une relation de récurrence sur p,, (c’est-a-dire exprimer p, 41 en fonction de p,,).

2. Le but de la question est de résoudre la relation de récurrence.

(a) Mettre la relation de récurrence sous la forme (p,+1 —b) = a(p, — b), pour un a et un b
qu’on identifiera.

(b) Exprimer p,, en fonction de p;.

(¢) Que se passe—t—il lorsque n — 0o ?

Exercice 4 On considére une suite infinie d’épreuves répétées indépendantes. La i-éme épreuve
peut donner une réussite (événement R;) avec probabilité p €]0,1[ ou un échec (événement RY)
avec probabilité 1 — p. On note X le numéro (aléatoire) de I’épreuve ou 'on observe la deuziéme
réussite.
1. Ecrire les événements {X = 2}, {X = 3}, et {X =4} a l'aide des R; et R et calculer leurs
probabilités respectives.
2. Calculer P(X = k) pour tout entier k.

3. Calculer l'espérance E[X].



Solutions

Exercice 1 1. [1pts] L’espace fondamental est Q = {(GG), (GF), (FG), (FF)}, ou la premiére
coordonnée désigne le sexe de ’ainé. La probabilité est uniforme sur cet ensemble.
Soit A l’événement “il y a au moins un gargon", qui est égal a {(GG), (GF), (FG)}. On a :

2. [1pts] On utilise le méme espace de probabilité.
Soit B I’événement “I’ainé est une fille", qui est égal & {(FG),(FF)}. On a :

CPAnB) _ PUFQ)) 1
PAIB) = "5 ~ PG, FF)) 2

3. [1pts] On utilise le méme espace de probabilité.
Soit C I’événement “il y a au moins une fille", qui est égal a {(GF), (FG),(FF)}. On a:

B P(ANC) B P{(GF),(FG)}) B 2
PO =50y = B((er). (FQ). (PP} ~ 3

4. [2.5pts] L’espace fondamental est Q = {(GG), (GF), (FG),(FF)}, ou la premiére coor-
donnée désigne l'enfant qui répond au téléphone. La probabilité n’est pas uniforme! On

PUGO) = 1, BUFOINEC), (G =p, BU(FF)) =+
On trouve donc que P({(FG), (GF)}) = 1/2, et donc P({(FG)}) = & et P({(GF)}) = 132.
Soit D I’événement “une fille répond au téléphone", qui est égal a {(FG),(FF)}. On a :
P(AN D) PAFG)Y)  _ _ p/? 2p

P(AID) = P(D)  P{(FG),(FF)}) p/2+1/4 2p+1

Exercice 2 On tire quatre fois de suite une boule avec remise dans une urne contenant 10 boules
numérotées. A chaque tirage, on a 10 choix possibles, on prend alors comme espace de probabilité
Q= {1,...,10}*, que I'on munit de la probabilité uniforme.

1. [1pts] Le complémentaire de cet ensemble est A =“obtenir aucun 1". Ona A¢ = {2,...,10}4
et donc |A¢| = 9% et par suite P(A) =1 — P(A°) =1 — (9/10)*.

2. [1.5pts] On a B = {(xl,...,a:4) € {1,...,10} t.q. 1 < 22 < x5 < x4}. Donc B est
l’ensemble des parties a 4 éléments de I'ensemble {1,...,10}. Comme |B| = (140), on trouve
P(B) = ()) /10

3. [2.5pts] Soit (x1,...,24) € C. En posant y1 = x1, yo = 22+ 1, y3 = 3 + 2, ya = x4 + 3,
on obtient une suite strictement croissante 1 < y; < Yo < y3 < ys < 13. Ainsi C est

en bijection avec l’ensemble des parties & 4 éléments de ’ensemble {1,...,13}, i.e. avec
{1, ya) €{1,...,13} tuq. y1 < y2 < y3 < wa}. Dot [C| = (1), et P(C) = (') /10

Exercice 3 1. [1.5pts] En utilisant la formule des probabilités totales :
P(Aps1) = P(Aps1] An)P(An) + (A1 | AS)P(AS)

On trouve donc :
Pn+1 = 0.4p, +0.8(1 — p,) = 0.8 — 0.4p,,

2. (a) [0.5pts] On a :
(pn-i-l - b) = a(pn - b)

avec a = —0.4 et b=4/7.



(b) [1pts] Donc p, —b=a""'(p1 — b), ce qui donne
Pn=b+ (pr —b)a"!
(c) [0.5pts] Lorsque n — 400, comme |a| < 1 on a p, — b.

Exercice 4 1. [2pts] L’événement {X = k} correspond a une suite de k expériences dans
laquelle la derniére expérience est réussie, et dans laquelle il y a une réussite et une seule
sur les k — 1 premiéres expériences. On a :

{X=2}=RiNRy
{X =3} =(R{NR2NR3) U (R NR5NRy),
{X=4}=(RiNR;NR;NRy) U (R{NRyN RSN Ry) U (R NR5N R3N Ry)
Donc P(X =2) = p?, P(X = 3) = 2p*(1 — p), et P(X = 4) = 3p*(1 — p)2.

2. [2pts] Plus généralement, pour tout k£ > 2, on a k—1 choix possibles pour placer la premiére
expérience réussie, donc :

P(X =k) = (k- 1)(1 - p)"2p*.

On vérifie que Y ;o ,P(X = k) = 1.
3. [2pts]

BX) = Y RRC =)= Dok 0k = [ D]
k=0 0 o

:[dil

dz? 1 — ,:E:| z=(1-p)



