Université Paris Diderot Année 2015-2016
L2 Maths - Maths-Info PS4, examen final

Les quatre exercices sont indépendants. Le baréme approzimatif est 5.5/4.5/4/6. Aucun document,
ni calculatrice, ni téléphone portable, ne sont autorisés.

Exercice 1 Soient p,q €]0,1] tels que p+ ¢ = 1. Soient X et Y deux variables aléatoires définies
sur un méme espace de probabilité, & valeurs dans N, de loi jointe :

vo,y €N, P((X,Y)=(z,9)) = ¢p" .

1. Déterminer les lois de X et de Y. Calculer E[X].
Remarquer que X et'Y suivent la méme loi.

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer la loi de la variable aléatoire U = max(X,Y).

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire S = X + Y. Calculer E[S].
5

. Les variables aléatoires S et U sont-elles indépendantes ?

Exercice 2 Soit A > 0. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A :

o

VneN, P(X=n)=e T
n!

1. Calculer I'espérance des variables aléatoires réelles Y = ﬁ et Z = (—1)* (sans chercher
a calculer la loi des variables Y et Z).

2. Déterminer la loi de Z. Retrouver alors ’espérance de Z & partir de la loi de Z.

Exercice 3 Soit A > 0. Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de para-
meétre A, c’est-a-dire la loi de densité p(z) = /\e_Ml[O,OO[(x).
1. On pose Y = X2. Déterminer la fonction de répartition de Y, ainsi que sa densité et son
espérance.

2. Calculer la probabilité que le polynome P(t) = t>—2Xt+1 ait deux racines réelles distinctes,
puis celle qu’il n’ait pas de racine réelle.
Quelle est la probabilité que ce polynéme ait une racine réelle double ?

Exercice 4 Soit a > 0.
Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0, 1].
Soit X une variable aléatoire réelle a densité p(z) = ax™' =1} o(x).

1. Vérifier que p est une densité de probabilité. Calculer la fonction de répartition de X.
2. Calculer 'espérance de X, en précisant a quelle(s) condition(s) elle existe et est finie.
3. Soit V = U~/ Montrer que X et V ont la méme loi.
4. On suppose que X et U sont indépendantes.
(a) Montrer que Y = XU est une variable aléatoire réelle a densité et identifier cette densité.

(b) Sous la condition trouvée en question 2., montrer que Y est intégrable et calculer 'ex-
pérance de Y.



Solutions

Exercice 1 1. [1 pt] On applique la formule des marginales. On trouve que X et Y suivent la
loi déterminée par P(X = x) = ¢p® pour tout x € N. On a :

= T - r—1 d 1 p
=> wqp” =qp» ap =T

2. [0.5 pt] On vérifie que pour tout (z,y) € Nyona P(X =2,V =y) =P(X = 2)P(Y =y),
donc X et Y sont indépendantes.

3. [1.5 pts] Pour tout v € N :

PU=u)=PU <u) —P(U<u—1)=(1—-p"*t")? — (1 —p")* = =2p"T" 4+ p> 2 4 2p" — p**
= "2 —p“(1+p))
4. [1.5 pt] Pour tout s € N, comme {S =s} =US_{X =u,Y =s—u}:
:ZIP’(X:u,Y:s—u):ZIP(X:u)P( =s—u —qzzp“ s
u=0 u=0
= (s +1)¢’p’
On a E[S] = E[X] +E[Y] = 2.
5. [1 pt] Ona {U =0} = {X =0,Y = 0}. Donc P(S = 1,U =0) =0. Or P(S = 1)P(U =
0) # 0. Donc S et U ne sont pas indépendantes.

Exercice 2 1. [2 pts] Les deux variables aléatoires Y et Z sont réelles et bornées par 1, ellles
sont donc intégrables.
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2. [2.5 pts] Z ne peut prendre pour valeurs que —1 et 1. Sa loi est déterminée par :

P(Z = 1) = P(X est pair) — i i A% ~ cosh(Ne? = 1T
=1)= est pair) = 2 2 = 5
1— -2\
B(Z=-1)=1-P(Z=1)=-—

On a donc

ze{—-1,1}



Exercice 3 1. [2.5 pts] On consideére la fonction de répartition Fy de Y :

0 siy <0
PX<y)=1-e™V siy=0
Comme -4 ay € e MY = —ﬁe”‘\/ﬂ pour tout y > 0 et 1 —e V¥ = foy ﬁe"\\/ydy’7 on trouve
que Y est une variable aléatoire & densité

A

= " ¢V
p(y) 2\/276 10,00[(%)

Fy(y)=P(Y <y)=P(X?<y) = {

On a:
2 > 2y ,— Az 2
E[Y] = E[X?] :/O Phe Ny = .
2. [1.5 pts] On note A I'événement “le polynome t? —2t X +1 a deux racines réelles distinctes".
Comme le discriminant de ce polynéme du second degré est 4X2 — 4, on a :

P(A) =P(X?-1>0)=P(X >1)=¢"
On note B I'événement “le polyndéme t? — 2tX + 1 n’a pas de racine réelle". On a :
P(B)=P(X?-1<0)=PX <1)=1-¢"
On note C I’événement “le polynéme ¢2 — 2t X + 1 a une racine réelle double". On a :

P(C)=P(X?-1=0)=P(X =1)=0

Exercice 4 1. [1 pt] p est une fonction a valeurs positives et son intégrale vaut 1 car floo 7 ldy =
a~1, donc c’est bien une densité de probabilité. Sa fonction de répartition Fy est

0 siz <1

FX(x):IP(Xgm):{ l—27 siz>1

2. [0.5 pt] E[X] existe et est finie ssi I'intégrale [~ 2~ dz est convergente ssi o > 1. Dans ce
cas E[X] = 2.

a—1
3. [1 pt] X et V ont méme loi si elles ont la méme fonction de répartition. On remarque que
P(V € [1,00]) = P(U € [0,1]) = 1. On calcule la fonction de répartition Fy de V' :

) = 0 siz <1
Tl PUzz ) =1—2"* siz>1

On a bien Fy (z) = Fx(x) pour tout € R, donc X et V' ont méme loi.

4. (a) [2.5 pts] On calcule la fonction de répartition Fy de Y. Comme X et U sont a valeurs
positives, Y est a valeurs positives et Fy (y) = P(Y <y) =0si y < 0. Soit y > 0.

oo 1
Fy(y)=P / dx/ duazx™ "~ m<y7/ dmaxil*“/ dulzyugy
1 0

min(1,y/z)
/ drox™ _O‘/ du—/ draxr™ "“min(l,y/x)

Siy < 1, alors y/x < 1 pour tout z € [1, 00, donc

B = deax™ "7 /x = / deax™27 = yo
v (y) /1 y/z =y 1 T+a

Fy(z) =P(UY> <

Siy > 1, alors y/x < 1 pour tout x € [y,o0[ et y/x > 1 pour tout = € [1,y[, donc

Y oS} s
Fy(y) = / dwaz™' " +/ ar Ty /e =1 -y + y/ deaz=2 =1- 2
1 y :

—Qx

14+«

Donc la variable Y est a densité :

—a—1 o

_ _ 1 -

1+ 10,1 (y )+1+ Y 11,00[(¥) Tta

(b) [1 pt] Si > 1, alors Y est le produit de deux variables réelles intégrables indépendantes,
elle est donc intégrable. On calcule : E[Y] = E[XU] = E[X|E[U] = -2, 1.

py(y) = (max(y,1)) ™ 1o 0o( ()



