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Exercice 1. Utilisez la méthode de résolution pour prouver que la formule x A p A g est une
consequence logique de la formule (—z — y) A (y — x) A (x = pAq).

Pour prover que A = (- — y) A (y = x) A (x — p A q) implique B = = A p A g ont étude la
satisfiabilité de sa negation : A A = B. Cette derniére formule, par équivalence logique, se réduit
a ’ensemble des clauses suivantes :

Cl :{1', y} 02 :{_'yv ZL‘} 03 :{_'l'ap} CY4 :{_|ZL‘, Q} C’5 :{_'ma D, _'Q}
Par résolution sur p on obtient :
Cl; 027 047 {_\17, _'Q}7

Par résolution sur ¢ on obtient :

C17 C27 {_\CC},
Par singleton = = 0, on obtient donc :

{y} {~y}

Par singleton y = 1, on obtient donc la clause vide { }. Ceci implique que A A =B n’est pas
satisfaisable, donc B est bien une consequence logique de A.

Exercice 2. Soit G = (N, A) un graphe non-dirigé fini. Ecrivez une formule Ag du calcul
propositionnel en CNF qui est satisfiable ssi le graphe G est 2-coloriable.

Pour chaque sommet s € N et couleur ¢ € {r,n} on consideére la variable z,.. Un coloriage
des sommets de G corresponde a une affectation de ces variables, selon la regle : x5 . = 1 ssi le
sommet s a la couleur c.

La formule Ag est la conjunction des CNF suivantes :

— chaque sommet a au moins une couleur : A (25, V T55)

— chaque sommet a au plus une couleur : Ay (=25, V —2s0)

— chaque aréte a les deux extrémités de couleur différente : /\{S s/}eA(_‘:Us,rV_‘:Us/,r) NG
b

ﬂxs/m)




Exercice 3. Pour chaque graphe G suivant, analysez la satisfiabilité de Ag du exercice précédent
en utilisant la méthode DP. Si la formule est satisfiable en déduire la 2-coloration correspondante.

A est I’ensemble des clauses suivantes :
Cl - {xlﬂ’vxl,n}v CQ = {xQ,T’va,n}a 03 = {x377’7x3,n}7 C4 - {_'1.1,7”7 _",L.l,n}7

Cs = {~xor, w2,},C6 = {3, 230}, Cr = {21, 22, }, Cs = {721 n, T2},

Cy = {~xa,, w3, }, Cro = {22, w30}, C11 = {21y, 23, }, Cr2 = {210, 23

All/zy1,] = Co,Cs,{, 21}, Cs,Cs, {22, }, Cs, Cy, Cro, {23, }, Ci2

Par singleton, x;, = x2, = 3, = 0, donc on obtient {z2,},{z3,}, Cio.
Par singleton, x, = 23, = 0 et de C10 nous obtenons la clause vide. Donc A[1/z ] n’est pas
satisfiable. On analyse maintenant :

A[O/wlﬂ"] = {xl,n}a 021 037 057 067 087 097 0107 012

Par singleton, x; , = 1, donc on obtient Cq, Cs3, Cs, Cs, {—x2.1}, Co, Cr0, {23}

Par singleton, x2, = 3, = 0, donc on obtient {z2,},{z3,}, Cy

Par singleton, z2, = 3, = 1, donc on obtient la clause vide de Cy, donc A[0/x; ] n’est pas
satisfiable. On conclue que A n’est pas satisfiable et donc le graphe n’est pas 2-colorable.

A est I’ensemble des clauses suivantes :
Cr ={x1 210}, Co = {22,220}, C3 = {23,230}, Cs = {Tay, Tan},

Cs = {21, " T1n},C6 = {22, "T2n}, C7 = {23, 7230}, Cs = { T4y, 7Tan},
Cy = {21y, 22, },Cro = {210, 7220}, C11 = {22, 23, },
Ci2 = {~%2n, 30}, C13 = {21, s, },Cra = {~T1p, "Tapn}
All/z1,] = Cy,C3,Cs, {21, }, Cs, C7, Cs, {22, }, Cr0, Ci1, Cr2, {24 }, Cla
Par singleton z1,, = 22, = x4, = 0, donc on obtient {z2,}, C3,{z4n}, C7, Ci2
Par singleton x93, = 24, = 1, donc on obtient C3, C7, {—z3,}

Par singleton z3, = 0, donc obtient {z3,}, ce qui donne, avec z3, = 1, 'ensemble vide de
clauses. Donc A est satisfiable, ce qui donne la coloration : 1 — r, 2+—n, 3 — r, 4 — n.




