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Avertissement : Il est demandé de faire des preuves rigoureuses. Une
explication en francais correct, claire et précise de ce qui est a faire et de
comment le faire pour mener a bien une preuve sera appréciée. On peut
cvidemment sauter une question en indiquant qu’on admet le résultat.

Exercice 1
Ici A désigne I'alphabet {a,b}. Pour f € A%, si f = r12y... 2 00 2; € A, f
désigne le mot miroir de f, soit : f = xy...xoxwy, et pour L C A*, L={f| f € L}.

On rappelle que le langage de Lukaziewicz & est 'unique solution de I’équation :
v = avv+b

Question 0 : Dire pourquoi cette équation possede une unique solution. Vérifier
que K est solution.

On définit les langages suivants : Dy = a.k et D, = D,UD;.

Question 1 : Construire un automate a pile déterministe qui reconnait Dy par pile
vide et états d’acceptation.

Question 2 : En utilisant la construction des triples vue en cours, en déduire une

grammaire non-ambigué G engendrant D;. Donner une grammaire non-ambigué H
Ak

engendrant Dy .

Exercice 2

On considere la grammaire algébrique G =< A, V, P > ou A = {a,b}, V = {5}
et P est défini par :

S — aSbs
S — bSaS
S — 1

Question 0 : Donner un arbre de dérivation selon G pour le mot aabbba.
Question 1 : Démontrer que cette grammaire est non-ambigué.

Question 2 : Construire un automate fini déterministe et complet ayant un en-
semble d’états () et une fonction de transition § qui reconnait K = aa*bb*.

Soit W =@ x V x Q. On définit une nouvelle grammaire H =< A, W, P’ >
ou P’ est défini par :
(¢.5,¢) — alp,S,p)b(r,S,¢) <= d(g,a) =pet 5(p/,b) =7
(¢:8.4") — bp,S,p)a(r,S,q') < d(¢g;b) =pet 5(p/,a) =7
(¢:5.¢) — l1<=q=¢

Question 3 : Ecrire explicitement toutes les regles de H. Réduire cette grammaire.

Question 4 : Montrer que cette grammaire est non-ambigué.



Probleme

Soit G =< A, V, P > une grammaire algébrique pré-réduite.

Une variable v € V est dite récursive si il existe deux mots f et g tels que
fg € AT (i.e. f et g sont tous deux sur 'alphabet A et ne sont pas tous les deux
simultanément vides) et fvg € Lg(v).

Question 1 : Vérifier que toute variable récursive engendre un langage infini.

On définit sur V' une relation R par :

(v,v") € R<= 3f, g tels que fg € (AUV)T et v — fo'g € P,
et on note pour tout U C V :

RU)={v €V |Ivel (vv)e R}

Question 2 : Montrer que 'application R :P(V) — P(V) définie par :
R(U) = UUR(U) possede pour tout v € V un plus petit point fixe qui contient
{v}, que l'on notera dans la suite R*(v).

Question 3 : Montrer que l'on peut calculer ce plus petit point fixe, et écrire
un programme qui utilise ce calcul pour obtenir in fine pour chaque variable v
I'ensemble R*(v).

Question 4 : En supposant que la grammaire est stricte (i.e. si v — m € P,
alors m = 1 ou bien m contient au moins une lettre de A), démontrer que v est une
variable récursive si et seulement si v € R(R*(v)). Démontrer qu’il en est de méme
si la grammaire est propre.

Question 5 : Vérifier que la relation R’ sur V définie par : (v,v") € R’ si et
seulement si v = v’ ou il existe deux mots f et g tels que fg € (AU V)" et
fv'g € Lg(v) est une relation de préordre.

Question 6 : Expliquer comment calculer 1’équivalence canonique associée a ce
préordre, et I’ordre sur I’ensemble quotient.

Question 7 : Donner un algorithme permettant de calculer I’ensemble des variables
engendrant un langage infini d’'une grammaire stricte ou propre.

Question 8 : Que faut-il changer pour résoudre ce probléeme pour une grammaire
pré-réduite quelconque 7



