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Exercice 1

Question 1

Rappel de cours : le nombre de solution d'un gyste

Définition : On dit qu'un langage L est solutidun systeme algébrique S (ou
grammaire) si S engendre exactement les mots apparts a L.

Définition : Un systeme proprest un systeme dans lequel on ne trouve aucune
transition de la forme S»> ¢ (autre notation : S» 1), et aucune transition de la forme
S— S' (ou S' est un non-terminal isolé différent Jle S

Théoreme : Un systéme propre admet une unigué@olne contenant pas.

Définition : Un systeme_striciest un systeme dans lequel on ne trouve que des
transitions de la forme S ¢ ou S— m, avec m contenant au moins un terminal.

Théoréme : Un systéme strict admet une uniqugisol

Correction :

Ce systéme est strict, car il ne contient que dassitions de la forme S> ¢ ou
S— m, avec m contenant au moins un terminal.
D'apres le théoreme du cours, il y admet donc wmingpue solution.

Solution intuitive (non demandeée) :

L ={w:3keN: |w|=|w|=2ketvu<
L,={avbubva:ve L }

pref W, |ULZ |UL }



Question 2

Rappel de cours : les approximants

Définition : Un approximant de rangd'un non-terminal S est un mot qu'on peut
former a partir de S avecdérivations ou moins.

En d'autres termes :

* Les approximants de rangsontd (car on ne génére aucun mot a partir d'un
non-terminal sans effectuer au moins une deérivation

* Les approximants de rangsbnt les mots que l'on peut obtenir en supposant
qgue les non-terminaux dans la partie droite deu#iégn peuvent générer les
approximants de rang O (C'est a dife , autremémésliapproximants de rang
1 ne sont que les terminaux qu'on voit a droitesdes regles).

* Les approximants de rangsdnt les mots que l'on peut obtenir en supposant
qgue les non-terminaux dans la partie droite dgidiéon peuvent générer les
approximants de rang 1.

et ainsi de suite...

Correction :

Calcul des approximants :

A, D
%)
A:{e} car si on suppose x@ ety = a droite de I'équatioaxby = &
(etd +¢ =¢)
%) car sion suppose x@ etyx adroite de I'équatixb = J
etbxa=9
A, {e} car si on suppose=J a droite de I'équatioaxby = &
{ab, ba} car si on suppose xs=a droite de I'équatiommxb = ab,
etbxa =ba
A,: { ¢, aabh abab} etc...
{ab, ba}

Rang 4 (non demandé) :

A, { ¢, aablh abah aabbaabbaabbababababaabbabababaly}
{ ab, ba, aaabbh baabba aababh bababa}
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Exercice 2

Rappel de cours : les transitions d'un automaitea

Une transitiomue I'on note par exemple & €, A) = (g, BC)

signifie : "Depuis I'état g en ayant A au sommet de la pile, et en lisafettee a, on
peut passer dans I'étatef remplacer le A en sommet de pile par BC" (Rlessous,
C au dessus) :

a C
A — B
qo ql

Sur un dessin d'automate, ou I'on indique déjaidel'd'une fleche qui sont I'état de
départ et I'état cible, on peut simplement notérdasition "a | A, BC" :

al A, BC
qo | >

On lit toujours une et une seule lettre (ia).:

On dépile toujours un et un seul symbole de sonaagile (ici : A).

Mais on peut empiler autant de symbole de pilerguéut (ici, on en empile 2 : BC),
y compris aucun, et dans ce cas on note ce riew (@xemple : a | As).

NB : Il existe 2 facons de noter ce que I'on emgdes les transitions d'un automates a pile. Ici,
dans un souci de cohérence avec la notation degwefir de Paris 7 et des anciens examens, nous
choisirons la fagon qui consiste a mettre le sondada pile a droite (a | A, BC), mais on peut auss
trouver dans les corrections de certains profess@eITD ou dans certains ouvrages une notation
qui met le sommet de la pile a gauche (a | A, CB).

Méthode :

Simplifions I'écriture de L :

L={acec|p=n+l}=2aac (car{a| p=n+l}=a'=4da)

Mettre en évidence les membres de méme longueurgsc 2 occurrences de)a

permet de mieux visualiser ce qu'il faudra empeledépiler si on veut construire un
automate a pile.



Question 1

On a 2 facons de construire un automate a pile :
1) La facon intuitive (de loin ma préférée) :

Tout automate qui se respecte doit avoir un symbeléond de pile initial, appelons

le Z,.

On veut pouvoir lire un nombre quelconqueadi début du mot, on crée donc un
premier état initial get une transition qui reste syrtgnt qu'elle lit ura :

al _, _

On veut compter combien @esont ainsi lu (puisque plus loin dans le mot, emrd
s'assurer qu'une autre chaine est bien de mémeelor)gon utilise donc la pile de
l'automate, en empilant un marqueur (appelons 1§ pdur chaquea lu de cette
fagon, ce qui nous donne un état initigk2 transitions :

« t(a q,Z)=(q, ZA) (pour lire le 1ea, on aura un Zen sommet de pile)
* t(a q,A) =(q,AA) (pour lire les suivants, on aura un A emsnet de pile)
a| Zo, ZoA
al A, AA

On veut ensuite lire ua (pas besoin de compter puisqu'on sait précisénmmbien
on en veut, on ne touche donc pas a la pile), ée donc un état,yers lequel
renvoiec (le changement d'état est important, puisque meptage des du premier
membre ne devra pas étre repris ensuite), ce quiadie@s transitions :

e t€ q,2Z)=(q Z) (au cas ou on n'aurait pas ladeant)

e t€q,A) =(q A (au cas ou on en aurait lu)



a| Zo, ZoA
al A, AA

c| Zo, Zo
A A
~—». Yo cl A >

On veut a présent lire dasle méme nombre que la premiere fois, on donne don
g, une transition permettant de depiler un comptepoér chaque lu :

* 16 0A)=(q8)

al Zo, ZoA
al A, AA al A €

c|l Zo, Zo
~—». Yo clA A >

On ajoute enfin une transition permettant de grdérniera une fois tous les
marqueurs dépilés, et renvoyant dans un gtal gn videra la pile en lisant la

derniere lettre voulue, un(puisque l'automate voulu est par pile vide) :
L TAY Il (4Y
* 160, 2)=(q¢)

On obtient ainsi I'automate suivant

al Zo, ZoA
al A, AA al A € c|l Zo, €
c| Zo, Zo
A A
—» o AAA I O al Zo. Z0,,.

Symbole initial de fond de pile : ;Z
Acceptation par pile vide



2) La facon méthodique (a n'utiliser qu'en derreeours) :

A partir de la version simplifiée de L, construisame grammaire qui I'engendre :
S,—aSa+c J(Saca)
S, — Sac ,Sacaac = L)

Mettons la sous forme normale de Greibach :

Cette grammaire est déja propre et réduite, renidotisectement "presque
Greibach" :

S,—aga+c

S, — aSaac + cac (on remplacgr son contenu)

et maintenant sous forme normale de Greibach :
S,—aSA+c

S, — aSAAC + cAC

A —a

C—>c

A présent, on crée un automate a pile avec un angat initial Q (parfois aussi
appelé "automate sans état"), et pour chaque AY dans la grammaire, on ajoute
une transition de la forme t (a, Q, X) = (Q, 2),eavZ = “Y écrit a I'envers”

(puisqu'on a choisi plus haut de noter les traosstiavec le sommet de pile a droite) :

t@ Q, 9 =(Q A3
t(c, Q. 3 =(Q.¢)

t(a Q, 9 =(Q, CAAY)
t(c, Q. 9 =(Q, CA)
t(a, Q,A) =(Qg)

t(c, Q,C)=(Qg)

NB : N'oublions pas que le non terminal engendkaggt S, il devra donc étre le

fond de pile initial de l'automate.
On obtient ainsi cet automate (parfaitement éqgaiahu précédent) :

al Sp, ASpo

c|l So, €

al S1, CAASq
> c| S1, CA

al A €

c|C, ¢ Symbole initial de fond de pile :; S
Acceptation par pile vide



Question 2

(Suite traitée prochainement)

source : http://info.paris7.free.fr
Questions, commentaires, critiques, remarques,gtosphore85@gmail.com



