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1 Rappels sur les récurrences

1.1 récurrences linéaires

Définition 1. 1. récurrences linéaires homogènes à coefficients constants : @n, n ě k ě 0,
un “ a1un´1 ` . . .` akun´k ;

2. récurrences linéaires non homogènes à coefficients constants : @n, n ě k ě 0, un “ a1un´1`

. . .` akun´k ` bpnq ;

3. récurrences linéaires à coefficients variables : @n, n ě k ě 0, un “ a1pnqun´1 ` . . . `
akpnqun´k ` bpnq ;

Pour résoudre ce type de récurrence, on a à notre disposition plusieurs méthodes, qui ne
marchent pas toutes dans tous les cas :

– résolution intuitive et démonstration par récurrence ;
– résolution par sommation ;
– résolution par polynôme caractéristique dans les cas suivants : la suite punqně0 vérifie une

équation linéaire : un “ a1un´1 ` . . . ` akun´k `

l
ÿ

i“1

bipnqPipnq avec Pipnq polynôme en n

et on peut déterminer les k racines du polynôme caractéristique associé xn´ a1x
n´1´ . . .´

akx
n´k ´

l
ÿ

i“1

bipnqPipnq ; par exemple si un “ aun´1 ` bun´2, cette suite a pour polynôme

caractéristique x2 ´ ax ´ b, de racines x1 et x2. Ce qui donne un “ lxn1 `mxn2 si les deux
racines sont distinctes et un “ pl `mnqx

n
1 sinon.

– résolution par série génératrice.

Exemple 1. 1. Nombre de comparaison dans une recherche dichotomique pour un tableau trié
de longueur n “ 2m : tn “ tn{2 ` 1 et t1 “ 1.
résolution inuitive et démonstration par récurrence : tn “ t1 `m “ 1`m “ 1` log2pnq.

2. Nombre minimal de sommets dans un arbre AVL de hauteur h : sh “ sh´1 ` sh´2 ` 1
avec s0 “ 1 et s1 “ 3. Si on pose fh “ sh ` 1, la suite pfhqhě0 est la suite de Fibonnacci,
fh “ fh´1 ` fh´2, avec ici f0 “ 2 et f1 “ 4.
Résolution par polynôme caractéristique.

3. Complexité en temps (nombre de déplacements) de l’agorithme récursif des tours de Hanöı :
hn “ 2hn´1 ` 1 et h1 “ 1.
Le problème : déplacer nb disques de diamètres différents d’une tour de départ A à une tour
d’arrivée B en passant par une tour intermédiaire I et ceci en un minimum de coups, tout
en respectant les règles suivantes :
– on ne peut déplacer plus d’un disque à la fois,
– on ne peut placer un disque que sur un autre disque plus grand que lui ou sur un empla-

cement vide.
On suppose que cette dernière règle est également respectée dans la configuration de départ.
L’algorithme :
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Hanoi(nb, A, B, I)

si nb > 0 alors

Hanoi(nb - 1, A, I, B);

Deplacer un disque de A vers B;

Hanoi(nb - 1, I, B, A);

finSi

Résolution intuitive et par récurrence.

4. Complexité la pire du quicksort en nombre de comparaisons : pn “ pn´1 ` n´ 1 et p2 “ 1.
L’algorithme : La méthode consiste à placer un élément du tableau (appelé pivot) à sa place
définitive, en permutant tous les éléments de telle sorte que tous ceux qui lui sont inférieurs
soient à sa gauche et que tous ceux qui lui sont supérieurs soient à sa droite. Cette opération
s’appelle le partitionnement. Pour chacun des sous-tableaux, on définit un nouveau pivot et
on répète l’opération de partitionnement. Ce processus est répété récursivement, jusqu’à ce
que l’ensemble des éléments soit trié.

– résolution par sommation : pn “
n´1
ÿ

i“1

i “
npn´ 1q

2
.

– résolution par la méthode du polynôme caractéristique.

5. Complexité en moyenne du quicksort en nombre de comparaisons : supposons que le choix du
pivot se porte de façon aléatoire sur chacun des éléments du tableau de taille n ; alors le coût

moyen en nombre de comparaisons cn est : cn “
1
n

n´1
ÿ

i“0

pci ` cn´1´iq ` n´ 1 et c1 “ c0 “ 0.

Le terme générique cn peut s’écrire :

cn “
2

n

n´1
ÿ

i“0

ci ` n´ 1

“
2

n
cn´1 `

2

n

n´2
ÿ

i“0

ci ` n´ 1

“
2

n
cn´1 `

n´ 1

n
p

2

n´ 1

n´2
ÿ

i“0

ci´1 ` n´ 2q ´
n´ 1

n
pn´ 2q ` n´ 1

Le terme entre parenthèses est exactement cn´1, donc cn “
n`1
n cn´1 ` 2n´1

n . Posons dn “
cn
n`1 , alors dn “

cn´1

n ` 2
n`1 ´

2
npn`1q “ dn´1 `

2
n`1 ´

2
npn`1q . Cela donne

dn “ 2
n
ÿ

i“1

1

i` 1
´

1

ipi` 1q
“ 2pHn`1 ´ 1´

n
ÿ

i“2

1

ipi` 1q
q.

Hn est le nombre harmonique au rang n et Hn „ logpnq. Comme
n
ÿ

i“2

1

ipi` 1q
est négligeable

devant Hn`1, on a que cn „ 2pn` 1q logpn` 1q.
Tous ces exemples peuvent également être résolus par la méthode des séries génératrices.

1.2 récurrences non linéaires

Ce sont tous les autres types de récurrence.

Exemple 2. Nombre d’arbres binaires à n noeuds internes : bn “
n´1
ÿ

k“0

bkbn´1´k et b0 “ 1, b1 “ 1.

Résolution par séries génératrices.
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2 Enumération et classes combinatoires

2.1 Enumération

Enumérer, c’est déterminer le nombre de configurations combinatoires décrites par un ensemble
fini de règles. On souhaite les compter en fonction de leur(s) taille(s).

Définition 2. On appelle atome d’une configuration combinatoire, un élément de cette configu-
ration de taille 1.

Exemple 3. Nombre d’écritures binaires :
– si la taille est la longueur du mot binaire : 1, 2, 4, ¨ ¨ ¨ .
– si les tailles sont la longueur et le nombre de 1 : 1, 1, 1, 1, 2, 1, ¨ ¨ ¨
– si les tailles sont la longueur et le nombre de passage de 0 à 1 : 1, 2, 3, 1, ¨ ¨ ¨

Un atome est ici un chiffre du mot binaire.

2.2 Classes combinatoires

Une classe combinatoire est un ensemble fini ou dénombrable d’objets définis par une taille tel
que :

– la taille soit un entier positif ou nul ;
– l’ensemble des éléments d’une taille donnée n est fini.

A une classe combinatoire A correspond une suite d’énumération pc0, c1, . . . q, avec ci le nombre
d’objets de A de taille i.

Exemple 4. Les nombres binaires comptés suivant leur longueur forment une classe combinatoire.
A une longueur l donnée correspond un ensemble fini de nombres binaires (de taille 2l).

Notations 1. Soit A un ensemble dénombrable.
– soit a P A, on note |a| la taille de l’élément a de A.

– A “
ď

nPN
An, où An est l’ensemble des éléments de A de taille n.

– On note pA, |.|q une classe combinatoire avec |.| : AÑ N, tel qu’à tout entier n P N correspond
par la fonction inverse de |.| un ensemble fini d’éléments de A. S’il n’y a pas d’ambigüité, on
note A pour pA, |.|q.

Exemple 5. – La classe pA, |.|q des arbres binaires comptés suivant leur nombre n de noeuds
internes est une classe combinatoire : |An| “ Cn`1 “

1
n`1

`

2n
n

˘

(preuve par récurrence ou
SG).

– La classe pS, |.|q des permutations comptées suivant leur longueur n est une classe combina-
toire : |Sn| “ n! (preuve par récurrence).

– La classe pQ, |.|q des rationnels comptés suivant le nombre de chiffres de leur partie entière
n’est pas une classe combinatoire, car il y a une infinité d’éléments d’une taille donnée.

Définition 3. Deux classes combinatoires pA, |.|Aq et pB, |.|Bq sont dites isomorphes, et on le note
A » B, si et seulement si leur suite d’énumération des objets par taille est la même.

Remarque 1. A » B ô A et B sont en bijection, ie. il existe une fonction f : AÑ B bijective.

Exemple 6. Soit pA, |.|Aq la classe des nombres binaires comptés suivant leur longueur : |An| “ 2n

et soit pB, |.|Bq la classe des parties des ensembles t1, . . . , nu, comptés suivant n. Alors A » B et

f : A Ñ B
a “ bn . . . b1b0 Ñ E

où @i ě 0, i P E si et seulement si bi “ 1.
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3 Séries génératrices

3.1 Séries formelles à une variable à valeurs dans C
Définition 4. Une série formelle f à une indeterminée z sur C, est une expression formelle du
type : fpzq “

ÿ

iě0

aiz
i, où les ai, appelés coefficients de f , sont à valeurs dans C. On note Crrzss

l’ensemble des séries formelles à valeur dans C. Le coefficient a0 de f est appelé le terme constant.

Remarque 2. Si tous les ai sont nuls sauf un nombre fini de ai, alors f est un polynôme.

Soient f et g deux séries formelles de Crrzss, fpzq “
ÿ

iě0

aiz
i et gpzq “

ÿ

iě0

biz
i. On munit Crrzss

de :
– l’addition : fpzq ` gpzq “

ÿ

iě0

ciz
i avec ci “ ai ` bi. L’élément neutre pour l’addition est la

série formelle dont tous les coefficients sont nuls ; il est noté 0.

– la multiplication : fpzqgpzq “
ÿ

iě0

diz
i avec di “

i
ÿ

k“0

akbi´k. L’élément neutre pour la mul-

tiplication est la série formelle dont tous les coefficients sont nuls, sauf son terme constant
égal à 1 ; il est noté 1.

L’addition est commutative et associative. La multiplication est commutative, associative et dis-
tributive par rapport à l’addition. Par ailleurs toute série formelle f admet un opposé égal à
ÿ

iě0

´aiz
i “ ´

ÿ

iě0

aiz
i “ ´fpzq. On dit alors que pCrrzss,`,ˆq forme une algèbre.

Définition 5. Soit la série formelle fpzq “
ÿ

nPN
anz

n P Crrzss. On appelle ordre (valuation) de f ,

noté ordpfq, l’entier défini comme suit :

ordpfq “ mintn P N { an ‰ 0u et ordp0q “ `8

Lemme 1. Soient f et g deux séries formelles. Alors :

ordpf ` gq ě minpordpfq, ordpgqq et ordpfgq “ ordpfq ` ordpgq

ordpf`gq “ minpordpfq, ordpgqq si les coefficients d’indice ordpf`gq n’ont pas des valeurs opposées.

Démonstration. Posons ordpfq “ p et ordpgq “ q. Alors fpzq “
ÿ

nPN
anz

n “
ÿ

něp

anz
n et gpzq “

ÿ

nPN
bnz

n “
ÿ

něq

bnz
n. D’où

fpzq ` gpzq “
ÿ

něminpp,qq

pan ` bnqz
n

fpzqgpzq “
ÿ

ně0

n
ÿ

k“0

akbn´kz
n

Or on sait que ak “ 0 si k ă p et bn´k “ 0 si n´ k ă q.

Donc
n
ÿ

k“0

akbn´k “ 0 si k ă p et n´ k ă q, soit si n ă q ` k ă q ` p.

Ce qui signifie que ordpfgq ě ordpgq ` ordpfq.

Par ailleurs le coefficient de zp`q dans la série fpzqgpzq est
p`q
ÿ

k“0

akbp`q´k “ apbq ‰ 0. Donc

ordpfgq “ ordpgq ` ordpfq.

Lemme 2. L’algèbre pCrrzss,`,ˆq est intègre (ie. @f, g P Crrzss, fpzqgpzq “ 0 ñ fpzq “
0 ou gpzq “ 0).
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Démonstration. ordpfgq “ 8 car fg “ 0. Or d’après le lemme 1, ordpfgq “ ordpfq ` ordpgq. Donc
ordpfq ` ordpgq “ 8 ô ordpfq “ 8 ou ordpgq “ 8 ô f “ 0 ou g “ 0.

3.2 Séries génératrices

Définition 6. La série génératrice d’une suite d’énumération paiqiPN d’une classe combinatoire

A est la série formelle Apzq “
ÿ

nPN
anz

n “
ÿ

ePA
z|e|.

Remarque 3. La puissance n de z donne la taille et son coefficient an, le nombre d’objets de A
de taille n.
Pour les coefficients de Apzq, on utilise la notation rznsApzq “ rzns

ÿ

nPN
anz

n “ an.

On ne s’occupe pas de la convergence de la série A car z est un paramètre formel, il ne prend pas
de valeur. Seule sa puissance nous intéresse, indiquant la taille des objets énumérés.

Exemple 7. – Apzq “
ÿ

nPN
2nzn est la série génératrice des nombres binaires comptés suivant

leur longueur.
–

ÿ

nPN
n! zn est la série génératrice des permutations comptées suivant leur nombre d’éléments.

3.3 Substitution

Définition 7. Soit pAiqiPI , I Ă N, une famille de séries formelles. On pose @i P I, Ai “
ÿ

ně0

ai,nz
n.

La famille pAiqiPI est dite sommable si pour tout n, la famille pai,nqiPI , n’a qu’un nombre fini de

termes non nuls. Posons @n P N, cn “
ÿ

iPI

ai,n, alors la série formelle
ÿ

iPI

Aipzq “
ÿ

ně0

cnz
n est

appelée somme de la famille pAiqiPI .

Exemple 8. – Soit la famille de séries formelles pAiqiPN telle que pour tout i, ordpAiq “ i.

Alors cette famille est sommable car posons Aipzq “
ÿ

ně0

ai,nz
n. On a que Aipzq “

ÿ

něi

ai,nz
n

et la suite pai,nqiPN n’a que des termes nuls sauf les termes tels que i ď n, soit les termes
ai,n avec 0 ď i ď n en nombre fini (n` 1) pour n fixé.

La somme
ÿ

iě0

Aipzq a un sens.

– La famille paiz
iqiPN est sommable et donc

ÿ

iě0

aiz
i a bien un sens.

– Soit la famille de séries formelles pAiqiPI , avec I un ensemble fini d’indices. Alors la famille

pAiqiPI est sommable et
ÿ

iě0

Aipzq a un sens.

Définition 8. Soient Apzq “
ÿ

iPN
aiz

i et B “
ÿ

iPN
biz

i deux séries formelles avec ordpBq ě 1. Alors

on peut substituer B à z dans A et obtenir ainsi la série formelle A ˝B, composée de A par B :

A ˝Bpzq “
ÿ

iPN
aipBpzqq

i

Pour que la substitution soit possible, il est essentiel que ordpBq ě 1. Ainsi ordpaiB
iq ě i et la

famille paiB
iqiPN est sommable car si on pose aiB

i “
ÿ

něi

ci,nz
n, alors la suite pci,nqiPN n’a qu’un

nombre fini de termes non nuls : c0,n, c1,n, . . . , cj,n, j “ ordpaiB
iq ě i.
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Exemple 9. Soient Apzq “ 2z et Bpzq “
ÿ

ně0

zn. Comme ordpAq “ 1, on peut composer B par A

et B ˝Apzq “
ÿ

ně0

pApzqqn “
ÿ

ně0

2nzn.

Propriété 1. Soient A,B,C trois séries formelles telles que ordpAq ě 1. Alors on a les propriétés
suivantes :

– pB ` Cq ˝A “ B ˝A` C ˝A,
– pBCq ˝A “ pB ˝AqpC ˝Aq,
– @λ P C, λ ˝A “ λ,
– si de plus ordpBq ě 1, pC ˝Bq ˝A “ C ˝ pB ˝Aq.

3.4 Inverse d’une série formelle

L’identité p1 ´ zq
ÿ

nPN
zn “ 1 `

ÿ

ně1

zn ´
ÿ

ně0

zn`1 “ 1 entrâıne que la série formelle 1 ´ z est

inversible et on a 1
1´z “

ÿ

ně0

zn.

Théoreme 1. Soit Apzq “
ÿ

nPN
anz

n P Crrzss. A est inversible si et seulement si a0 ‰ 0.

Démonstration. Apzq “ a0p1 ´ Bpzqq avec Bpzq “ 1 ´ 1
a0
Apzq “ ´ 1

a0

ÿ

ně1

anz
n. Donc ordpBq ě 1

et on peut composer la série formelle 1
1´z par B : 1

p1´zq ˝ Bpzq “
1

1´Bpzq “
ÿ

ně0

Bpzqn. La famille

pBnqnPN est sommable. Ce qui entrâıne que A est inversible : Apzq´1 “ 1
a0

ÿ

ně0

Bpzqn.

Exemple 10. La série formelle 1` z est inversible car son coefficient constant est non nul.
1` z “ 1´ p´zq “ p1´ zq ˝ p´zq car ordp´zq “ 1 et la substitution est possible. Comme 1´ z est

inversible, p1´ zq ˝ p´zq l’est également et 1
1`z “

1
p1´zq˝p´zq “

ÿ

ně0

p´zqn “
ÿ

ně0

p´1qnzn.

3.5 Dérivées et primitives de séries formelles

Définition 9. Soit fpzq “
ÿ

ně0

anz
n P Crrzss.

La dérivée de f en la variable z, notée f 1pzq, est une série formelle de Crrzss et

f 1pzq “
ÿ

ně1

nanz
n´1 “

ÿ

ně0

pn` 1qan`1z
n

.
La primitive de f en la variable z est une série formelle de Crrzss et

ż z

0

fptqdt “
ÿ

ně0

an
zn`1

n` 1
“

ÿ

ną0

an´1
zn

n

.

Exemple 11. –
ÿ

ně0

nzn “ z
ÿ

ně1

nzn´1 “ z
ÿ

ně1

rzns1 “ zr
ÿ

ně1

zns1 “ zr
1

1´ z
´ 1s1 “

z

p1´ zq2
.

–
ÿ

ně1

p´1qn´1 z
n

n
“

ÿ

ně1

p´1qn´1

ż z

0

tn´1dt “

ż z

0

ÿ

ně1

p´tqn´1dt “

ż z

0

1

1` t
dt “ lnp1` zq. Alors

comme ordp´zq “ 1 ą 0,
ÿ

ně1

zn

n
“

ÿ

ně1

p´1qn
zn

n
˝ p´zq “ ´ lnp1 ` zq ˝ pzq “ ´ lnp1 ´ zq “

ln

ˆ

1

1´ z

˙

.
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3.6 Séries formelles usuelles
ÿ

ně0

zn 1
1´z

ÿ

ně0

p´1qnzn 1
1`z

ÿ

ně0

pn` 1qzn 1
p1´zq2

ÿ

ně1

1

n
zn lnp 1

1´z q

ÿ

ně1

p´1qn`1

n
zn lnp1` zq

ÿ

ně0

1

n!
zn ez

ÿ

ně0

ˆ

k

n

˙

zn p1` zqk

ÿ

ně0

p´1qn

p2n` 1q!
z2n`1 sinpzq

ÿ

ně0

p´1qn

p2nq!
z2n cospzq

1`
ÿ

ně1

1

n!

n´1
ź

i“0

p
1

k
´ iqzn k

?
1` z

3.7 Exemples de résolution d’une récurrence par série génératrice

3.7.1 Résolution de la récurrence sn “ sn´1 ` sn´2 ` 1 avec s0 “ 1 et s1 “ 3

Posons Spzq “
ÿ

ně0

snz
n. Alors

Spzq “
ÿ

ně1

snz
n “ s0 ` s1z `

ÿ

ně2

psn´1 ` sn´2 ` 1qzn

“ 1` 3z ` z
ÿ

ně1

snz
n ` z2

ÿ

ně0

snz
n `

1

1´ z
´ 1´ z

“ zSpzq ` z2Spzq `
1

1´ z
` z

Alors en rassemblant les termes en Spzq, on obtient :

Spzq “
1` z ´ z2

p1´ zqp1´ z ´ z2q
“

1` z ´ z2

pz ` 1´
?
5

2 qpz ` 1`
?
5

2 qp1´ zq

“ p1` z ´ z2q

˜

´
3
?

5` 5

10

1

z ` 1´
?
5

2

`
3
?

5´ 5

10

1

z ` 1`
?
5

2

´
1

1´ z

¸

“ p1` z ´ z2q

˜

´
3
?

5` 5

10

2

1´
?

5

ÿ

ně0

ˆ

´2

1´
?

5

˙n

zn `
3
?

5´ 5

10

2

1`
?

5

ÿ

ně0

ˆ

´2

1`
?

5

˙n

zn ´
ÿ

ně0

zn

¸

“ p1` z ´ z2q
ÿ

ně0

ˆ

5` 2
?

5

5

ˆ

´2

1´
?

5

˙n

`
5´ 2

?
5

5

ˆ

´2

1`
?

5

˙n

´ 1

˙

zn

Si on pose hn “
5`2

?
5

5

´

´2
1´
?
5

¯n

` 5´2
?
5

5

´

´2
1`
?
5

¯n

´ 1, alors

Spzq “ p1`z´z2q
ÿ

ně1

hnz
n “

ÿ

ně1

hnpz
n`zn`1´zn`2q “

ÿ

ně1

hnz
n`

ÿ

ně2

hn´1z
n´

ÿ

ně3

hn´2z
n. D’où

7



s0 “ h0 “ 1

s1 “ h1 ` h0 “
5`2

?
5

5
´2

1´
?
5
` 5´2

?
5

5
´2

1`
?
5
´ 1` h0 “

´2pp5`2
?
5qp1`

?
5q`p5´2

?
5qp1´

?
5qq

5p´4q “ 3

sn “ hn ` hn´1 ´ hn´2, @n ě 2

“ 5`2
?
5

5

´

´2
1´
?
5

¯n´2
ˆ

´

´2
1´
?
5

¯2

` ´2
1´
?
5
´ 1

˙

` 5´2
?
5

5

´

´2
1`
?
5

¯n´2
ˆ

´

´2
1`
?
5

¯2

` ´2
1`
?
5
´ 1

˙

´ 1` 1´ 1

“ 5`2
?
5

5

´

´2
1´
?
5

¯n´2

p1`
?

5q ` 5´2
?
5

5

´

´2
1`
?
5

¯n´2

p1´
?

5q ´ 1

“ 15`7
?
5

5

´

´2
1´
?
5

¯n´2

` 15´7
?
5

5

´

´2
1`
?
5

¯n´2

´ 1

3.7.2 Résolution de la récurrence an “ 3an´4 ` an´5 avec a0 “ 1, a1 “ a2 “ a3 “ 0,
a4 “ 3

Posons Apzq “
ÿ

ně0

anz
n. Alors

Apzq “ a0 ` a4z
4 `

ÿ

ně5

anz
n “ 1` 3z4 `

ÿ

ně5

p3an´4 ` an´5qz
n

“ 1` 3z4 `
ÿ

ně5

3an´4z
n `

ÿ

ně5

an´5z
n “ 1` 3z4 ` 3z4

ÿ

ně1

anz
n ` z5

ÿ

ně0

anz
n

“ 1` 3z4
ÿ

ně0

anz
n ` z5

ÿ

ně0

anz
n

p1´ 3z4 ´ z5qApzq “ 1

Apzq “
1

1´ 3z4 ´ z5

Comme ordp3z4 ` z5q “ 4, on peut substituer 3z4 ` z5 à z dans 1
1´z . On obtient alors :

Apzq “
1

1´ z
˝ p3z4 ` z5q “

ÿ

ně0

p3z4 ` z5qn “
ÿ

ně0

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p3z4qkpz5qn´k

“
ÿ

ně0

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

3kz5n´k

On a alors rzmsApzq “
ÿ

ně0

n
ÿ

k“0
5n´k“m

ˆ

n

k

˙

3k.

3.7.3 Résolution de la récurrence sur les arbres binaires

Soit Bpzq “
ř

ně0 bnz
n la série génératrice des arbres binaires comptés suivants leur nombre

de noeuds. On rappelle que la récurrence vérifiée par les bn est : @n ě 1, bn “
řn´1

k“0 bkbn´1´k et
b0 “ 1.

Bpzq “
ÿ

ně0

bnz
n “ 1`

ÿ

ně1

bnz
n “ 1`

ÿ

ně1

n´1
ÿ

k“0

bkbn´1´kz
n

“ 1`
ÿ

ně1

n´1
ÿ

k“0

bkbn´1´kz
kzn´1´kz “ 1` z

ÿ

kě0

ÿ

něk`1

bkbn´1´kz
kzn´1´k

“ 1` z
ÿ

kě0

˜

ÿ

něk`1

bn´1´kz
n´1´k

¸

bkz
k “ 1` z

ÿ

kě0

˜

ÿ

mě0

bmz
m

¸

bkz
k

“ 1` z
ÿ

kě0

Bpzqbkz
k “ 1` zBpzq

ÿ

kě0

bkz
k “ 1` zB2pzq
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Cette équation admet deux racines : B0pzq “
1´
?
1´4z
2z et B1pzq “

1`
?
1´4z
2z . Une des deux racines

est la solution recherchée. C’est celle dont le premier terme est tel que b0 “ 1.?
1´ 4z “

?
1` z ˝ p´4zq et ordp´4zq “ 1. On peut donc substituer ´4z à z dans la série

formelle 1`
ÿ

ně1

1

n!

n´1
ź

i“0

p
1

2
´ iqzn “

?
1` z. Alors

?
1´ 4z “ 1`

ÿ

ně1

1

n!

n´1
ź

i“0

p
1

2
´ iqp´4zqn “ 1`

ÿ

ně1

1

n!

ˆ

1

2
p´

1

2
qp´

3

2
q . . . p´

2n´ 3

2
q

˙

p´4zqn

“ 1`
ÿ

ně1

1

n!

p´1qn´1

2n
p2n´ 3q!

2n´2pn´ 2q!
p´1qn4nzn “ 1`

ÿ

ně1

1

n!

p´1q2n´14n

22n´2

p2n´ 3q!

pn´ 2q!
zn

“ 1`
ÿ

ně1

1

n!
p´4q

p2n´ 3q!

pn´ 2q!
zn “ 1´

ÿ

ně1

1

n!

p2nq!

n!
4

pn´ 1qn

p2n´ 2qp2n´ 1qp2nq
zn

“ 1´
ÿ

ně1

ˆ

2n

n

˙

1

2n´ 1
zn

B0 est donc la solution car :

B0pzq “

1´ 1`
ÿ

ně1

ˆ

2n

n

˙

1

2n´ 1
zn

2z
“

ÿ

ně1

ˆ

2n

n

˙

1

2p2n´ 1q
zn´1

“
ÿ

mě0

ˆ

2pm` 1q

m` 1

˙

1

2p2m` 1q
zm “

ÿ

mě0

ˆ

2m

m

˙

1

m` 1
zm

Le nombre
p2mm q
m`1 est appelé le mième nombre de Catalan.
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