
Université Paris Diderot � L3 Informatique 16 mars 2009Logique � Partiel (durée : 3 heures)Do
uments autorisés : deux feuilles A4 manus
rites re
to-verso etpersonnelles. Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.Il est re
ommandé de lire le sujet.Pour la réda
tion, utilisez une feuille pour l'exer
i
e 1,une autre pour les exer
i
es 2 et 3 et en�n une troisième pour les exer
i
es 4 et 5.Exer
i
e 1 [Sémantique du 
al
ul propositionnel℄ Soit β un nouveau 
onne
teur logiqueet soit FBβ la fon
tion booléenne binaire qui interprète le symbole β et qui est dé�nie par latable suivante :
FBβ(V, V ) = F

FBβ(V, F ) = V

FBβ(F, V ) = F

FBβ(F,F ) = F1. Donnez une table de vérité pour la formule p β (q β r). Est-
e que 
ette formule estvalide ? satisfaisable ? Est-elle 
onséquen
e logique de p ∧ r ?Corre
tion:Table verité :
p q r q β r p β (q β r) p ∧ rF F F F F FF F V F F FF V F V F FF V V F F FV F F F V FV F V F V VV V F V F FV V V F V VLa formule p β (q β r) n'est pas valide 
ar l'interprétation I1 ave
 I1(p) = I1(q) = I1(r) = Fne la satisfait pas. Par 
ontre, elle est satisfaisable 
ar l'interprétation I2 ave
 I2(p) = I2(q) =

I2(r) = V la satisfait. Elle est 
onséquen
e logique de p∧ r, par
e que d'après la table de veritétoute interprétation I qui satisfait p ∧ r satisfait aussi p β (q β r).2. Indiquez une formule A telle que A ≡ p β q et telle que les seules 
onne
teurs de Asoient ¬ et ∨.Corre
tion: Par exemple ¬(¬p ∨ q). On peut le véri�er en utilisant des tables de verité.1



3. Indiquez une formule B telle que B ≡ p∧q et telle que les seules 
onne
teurs de B soient
¬ et β .Corre
tion: Par exemple p β ¬q où p β (p β q). On peut le véri�er en utilisant des tables deverité.Exer
i
e 2 [Dédu
tion Naturelle℄1. Montrez que A ∧ B ⊢DNprop

A ∧ (B ∨ C) et A ∧ C ⊢DNprop
A ∧ (B ∨ C).2. Déduisez-en que (A ∧ B) ∨ (A ∧ C) ⊢DNprop

A ∧ (B ∨ C).3. Montrez que A ∧ (B ∨ C), B ⊢DNprop
A ∧ B.4. Montrez que A ∧ (B ∨ C) ⊢DNprop

(A ∧ B) ∨ (A ∧ C).5. Montrez en�n que ⊢DNprop
(A ∧ (B ∨ C)) → ((A ∧ B) ∨ (A ∧ C)).Corre
tion:1.

ax
A ∧ B ⊢ A ∧ B

∧e
A ∧ B ⊢ A

ax
A ∧ B ⊢ A ∧ B

∧e
A ∧ B ⊢ B

∨i
A ∧ B ⊢ B ∨ C

∧i
A ∧ B ⊢ A ∧ (B ∨ C)L'autre est symétrique.2.

ax
(A ∧ B) ∨ (A ∧ C) ⊢ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)

·
·
·

A ∧ B ⊢ A ∧ (B ∨ C)

·
·
·

A ∧ C ⊢ A ∧ (B ∨ C)
∨e

(A ∧ B) ∨ (A ∧ C) ⊢ A ∧ (B ∨ C)3.
ax

A ∧ (B ∨ C), B ⊢ A ∧ (B ∨ C)
∧e

A ∧ (B ∨ C), B ⊢ A
ax

A ∧ (B ∨ C), B ⊢ B
∧i

A ∧ (B ∨ C), B ⊢ A ∧ B4. Similairement au point pré
édant, on obtient A ∧ (B ∨ C), C ⊢DNprop
A ∧ C.

ax

A ∧ (B ∨ C) ⊢ A ∧ (B ∨ C)
∧e

A ∧ (B ∨ C) ⊢ B ∨ C

·
·
·

A ∧ (B ∨ C), B ⊢ A ∧ B

∨i

A ∧ (B ∨ C), B ⊢ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)

·
·
·

A ∧ (B ∨ C), C ⊢ A ∧ C

∨i

A ∧ (B ∨ C), C ⊢ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)
∨e

A ∧ (B ∨ C) ⊢ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)5.
·
·
·
4

A ∧ (B ∨ C) ⊢ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C)
→ i

⊢ (A ∧ (B ∨ C)) → ((A ∧ B) ∨ (A ∧ C))2



Exer
i
e 3 [Système G℄1. Pour 
ha
un des séquents suivants, utiliser les règles du système G pour en trouver unedérivation.(a) p → q,¬r ⊢ ¬p ∨ q.(b) p → ¬(q ∧ r) ⊢ (p → ¬q) ∨ ¬(p ∧ r).2. Utiliser les règles du système G pour trouver une interprétation qui falsi�e 
ha
un desséquents suivants.(a) p → q,q ⊢ p.(b) (¬p ∨ ¬q) → r ⊢ (p → r) ∨ (q → r).3. Donner toutes les dérivations des séquents suivants dans le système G.(a) p ∧ q,p → r ⊢ r ∧ q.Corre
tion:1. (a)
ax

q,¬r,p ⊢ q
ax

¬r,p ⊢ p,q
→ g

p → q,¬r,p ⊢ q
¬d

p → q,¬r ⊢ ¬p,q
∨d

p → q,¬r ⊢ ¬p ∨ q(b)
ax

p, r,p,q ⊢ q
ax

p, r,p,q ⊢ r
∧d

p, r,p,q ⊢ q ∧ r
¬g

¬(q ∧ r),p, r,p,q ⊢
ax

p, r,p,q ⊢ p
→ g

p → ¬(q ∧ r),p, r,p,q ⊢
∧g

p → ¬(q ∧ r),p ∧ r,p,q ⊢
¬d

p → ¬(q ∧ r),p ∧ r,p ⊢ ¬q
→ d

p → ¬(q ∧ r),p ∧ r ⊢ p → ¬q
¬d

p → ¬(q ∧ r) ⊢ p → ¬q,¬(p ∧ r)
∨d

p → ¬(q ∧ r) ⊢ (p → ¬q) ∨ ¬(p ∧ r)2. (a) En reversant les regles, on arrive à
q ⊢ p,p q,q ⊢ p

→ g
p → q,q ⊢ pPour exemple q 7→ V,p 7→ F falsi�e le séquent.
3



(b)
ax

r,q,p ⊢ r, r

q,q,p,p ⊢ r, r
¬d

q,p,p ⊢ ¬q, r, r
¬d

q,p ⊢ ¬p,¬q, r, r
∨d

q,p ⊢ ¬p ∨ ¬q, r, r
→ g

(¬p ∨ ¬q) → r,q,p ⊢ r, r
→ d

(¬p ∨ ¬q) → r,q ⊢ p → r, r
→ d

(¬p ∨ ¬q) → r ⊢ p → r,q → r
∨d

(¬p ∨ ¬q) → r ⊢ (p → r) ∨ (q → r)Alors p 7→ V,q 7→ V, r 7→ F falsi�e le séquent.3. (a)
ax

p,q ⊢ p, r
ax

p,q, r ⊢ r
→ g

p,q,p → r ⊢ r

ax
p,q ⊢ p,q

ax
p,q, r ⊢ q

→ g
p,q,p → r ⊢ q

∧d
p,q,p → r ⊢ r ∧ q

∧g
p ∧ q,p → r ⊢ r ∧ qet d'autres. . . ave
 un peu de raisonnement, on arrive a 10 preuves di�érentes (si on admetque des axiomes ave
 que des variables propositionelles). En fait si on 
ommen
e par laseule règle unaire (∧d), le seule 
hoix restant 
'est l'ordre des autres deux (don
 2 
hoix).Si on 
ommen
e par une règle binaire, on a pour 
ha
un des deux bran
hements 2 
hoix,don
 
e sont 4 
hoix di�érents. Don
 : 2 + 4 + 4 = 10.Exer
i
e 4 [Cal
ul des Prédi
ats - Substitutions℄ Soit Σ une signature dont

• les symboles de prédi
ats sont ΣP = {A/2, C/2,K/1 } ;
• les symboles de fon
tions sont ΣF = { g/2, f/1, a/0 }.Soit la formule

ϕ = ∀x [A(x, y) ⇒ ∃y (C(f(y), a) ∧ K(g(x, f(z)))) ∨ A(y, z)].Pour 
ha
une des substitutions σi suivantes, évaluez σi(ϕ) :1. σ1 = {y/g(f(a), a), z/f(x)} ;2. σ2 = {x/f(a), z/x} ◦ {x/g(x, y), z/f(z)}.Corre
tion:1. On doit renommer x dans la formule (sinon x est libre dans un des termes substitué, 
e qui n'estpas autorisé). Après renommage on obtient,
∀u [A(u, y) ⇒ ∃y (C(f(y), a) ∧ K(g(u, f(z)))) ∨ A(y, z)].En appliquant la substitution on obtient

∀u [A(u, g(f(a), a)) ⇒ ∃y (C(f(y), a) ∧ K(g(u, f(f(x))))) ∨ A((g(f(a), a), f(x))].2. Comme pré
édemment on doit renommer, ensuite on obtient :
∀u [A(u, y) ⇒ ∃y (C(f(y), a) ∧ K(g(u, f(f(x))))) ∨ A(y, f(x))].4



Exer
i
e 5 [Cal
ul des Prédi
ats - Formalisation℄ On prend 
omme domaine l'ensembledes robots de la planète S
htark, dans 
ette planète tout robot a un �jumeau�. On 
onsidèreles symboles de fon
tions ΣF = { j/1, r/0 } où :
j(x) dénote le jumeau de x ;
r dénote le robot R56 ;et les symboles de prédi
ats ΣP = {P/1, R/1, C/2 } où :
P (x) � x est en panne � ;
R(x) � x a des roues � ;
C(x, y) � x 
omprend le langage de y �.Traduisez les énon
és suivants dans le 
al
ul des prédi
ats du premier ordre :1. le jumeau de R56 est en panne ;2. les jumeaux de tous les robots qui ont des roues sont en panne ;3. tous les robots sans roue qui 
omprennent au moins un robot qui a des roues sont enpanne ;4. R56 ne 
omprend pas tous les robots en panne.Corre
tion:1. P (j(r))2. ∀x (R(x) ⇒ P (j(x))3. ∀x {[¬R(x) ∧ (∃y R(x) ⇒ C(x, y))] ⇒ P (x)}4. ¬∀x (P (x) ⇒ C(r, x))Exprimez en français les formules suivantes1. ∀x (R(x) ⇒ P (x))2. ∃x (R(x) ∧ C(x, r))3. ∀x (C(x, j(x)) ⇒ C(x, r)4. ¬∃x C(x, j(r))Corre
tion:1. tous les robots à roues sont en panne2. il existe un robot à roue qui 
omprend R563. les robots qui 
omprennent leur propre jumeau 
omprennent R564. il n'existe au
un robot qui 
omprenne le jumeau de R56
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