Université Paris Diderot - L3 Informatique 25 Juin 2008

Logique — Examen 2¢me Session (durée 2h30)

Documents autorisés : deux feuilles A4 manuscrites recto-verso et
personnelles. Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.

Il est recommandé de lire le sujet.

Exercice 1 [Calcul des prédicats - Sémantique (6 points)] On considére un langage du
premier ordre ¥ = Xrp U Xp, ou L = {c/0,9/2} est I’ensemble des symboles de fonction et
Y p = {= /2} est ’ensemble des symboles de prédicats. Pour chacune des quatre interprétations
suivantes, précisez, en détaillant vos calculs, si elles satisfont les formules F}, Fo, F3 ci dessous :

B = Yy3z{gly,z) =¢
B, = 3z3y[~(z=c)A(y=c)A(g(z,y) = z)]
F; = VzVy-(g9(z,y) =c)

1. Le domaine est Z, Z(g)(a,b) =a+b, I(c) =0et Z(=) = {(a,a) | a € Z}.
2. Le domaine est Z, Z(g)(a,b) = a x b, Z(c) = 1 et Z(=) = {(a,a) | a € Z}.
_ 3. Le domaine est R, Z(g)(a,b) = a x b, Z(c) = 1 et Z(=) = {(a,a) | a € R}.

4. Le domaine est Z/5 = {0,1,2,3,4}, Z(9)(a,b) = a+5b = (a + b) mod 5, Z(c) = 0 et
() = {(a,0) | a € Z/5},

Exercice 2 [Gentzen (7 points)] On considére un langage du premier ordre, ou @/1, R/1, P/2
sont des symboles de prédicat. En utilisant le systéme de Gentzen pour le calcul des prédicats,
démontrer les faits suivants :

1. La formule Vz 3y P(y,z) est conséquence logique de la formule 3y Vz P(y, z).

2. La formule [Q(a) A (Vz Q(z) — Q(f(z)))] — 3z Q(f(f(2))) est valide.
3. La formule [3z (Q(z) — R(z))] A =[Vy Q(y) — Iz R(z)] est contradictoire.

Exercice 3 [Résolution (7 points)] On considére un langage du premier ordre, ou
Q@/1,R/1,P/2 sont des symboles de prédicat. En appliquant la méthode de résolution, mon-
trer les faits suivants :

1. La formule Vz 3y P(y,z) est conséquence logique de la formule 3y Vz P(y,z).

2. La formule [Q(a) A (Vz Q(z) — Q(f(z)))] — 3z Q(f(f(2))) est valide.
3. La formule [3z (Q(z) — R(z))] A =[Vy Q(y) — 3z R(z)] est contradictoire.



