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Logique — Partiel (durée : 3 h)

Documents autorisés : seulement deux feuilles A4 manuscrites et strictement personnelles.
Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.

Rédiger chaque exercice dans une feuille indépendante

Exercice 1 (Résolution)
~/ 1. Soient les lettres propositionnelles b, ¢, s et m. Soit I’ensemble de formules
E={cVs, ~¢c— s, mVb (cAb)—s, (cAm)—s, (sA—m)— —c}
Donnez Uensemble Cg des clauses associé & l'ensemble E. Puis, en utilisant la méthode
de résolution, montrez que Cg Fr m.
[ 2. Soient les lettres propositionnelles p,q et 7. Soit l'ensemble de clauses A =
{pVagVr-p-gVr
/ (a) Calculez l'ensemble A’ de toutes les clauses que l'on peut obtenir & partir des
clauses de A par résolution.
/ (b) Est-ce que ’ensemble A est réfutable 7 Justifiez votre réponse.
3. Soient les lettres propositionnelles pi,pa,...,Pn, ... Soient les ensembles de formules

Fo={p, pr =12 -y G1AD2A--ADPic1) = Diy -ooy (PLAP2A---APn-1) = Pn},
pour n > 2. Soit Cg,, I'ensemble de clauses associé & la formule Fy, pour n > 2.

On a donc, en particulier, Fy = {p1, p1 — p2} et Fs = {p1, p1 = p2, (p1 Ap2) — p3}
A (a) Montrez en utilisant la résolution que Cp, g p2.
~(b) Montrez en utilisant la résolution que Cr, Fg p2 et Cp, - ps3.

(c) Montrez plus généralement que pour tout n > 2 et tout 1 < ¢ < n, on a Cp, Fr pi-
On raisonnera par récurrence sur n.

Exercice 2 (Modélisation et Bases de données) Considérons un extrait d’une base de
données représentée par les trois tables suivantes :

Livre Prét
cote titre auteur cote id | date_emprunt
AMS50 Meétaphysique Aristote AMB0 | A22 | 01/03/1796
ARbH4 Rhétorique Aristote DMSL12 | Al 12/12/1770
LMO254 | Monadologie Leibniz AMS50 Al 15/02/1770
DMSL12 | System of Logic | De Morgan LMO0254 | A22 | 01/03/1796
Abonné
id nom année naissance

A3042 | Gehrard Gentzen 1909

AT8 Ada Lovelace 1815

A22 Sophie Germain 1776

Al Olympe de Gouges 1748




A chaque table de la base de données, on associe un prédicat dont 1'arité est le nombre
d’attributs de la table. Par exemple, on représente :
e la table Livre par un prédicat L d’arité 3 et
« L(AM50, Métaphysique, Aristote) », signifie que « AM50 est la cote du livre de titre
Métaphysique dont ’auteur est Aristote » ;
e la table Abonné par un prédicat A d’arité 3 et
« A(A3042, Gehrard Gentzen, 1909) », signifie que « Gehrard Gentzen, né en 1909 est
Pabonné d’identifiant A3042 » ;
e la table Prét par un prédicat P d’arité 3 et
« P(DMSL12, A1, 12/12/1770) », signifie que le « livre de cote DMSL12 a été emprunté
par 'abonné d’identifiant A1 & la date 12/12/1770 ».
Pour écrire les formules du calcul du prédicat, on utilisera aussi un prédicat d’égalité = et
un prédicat de comparaison <.

On se donne une fonction age qui, étant donnée une année de naissance, calcule ’age de
la personne, et une autre fonction jours qui, étant donnée une date, donne le nombre de jours
écoulés depuis cette date. On se donne trois constantes Aristote, De Morgan et Leibniz
ainsi qu’'une constante n pour chaque entier n.

1. Définir I’'ensemble des prédicats Xp et 'ensemble des fonctions £y décrivant la base de
donnée décrite ci-dessus.

2. Modéliser les affirmations suivantes par des formules du calcul des prédicats qui soient
closes (sans variable libre) :

\/&(a) Il existe un abonné qui a plus de 200 ans.

“(b) Tous les livres empruntés le sont depuis moins de 10 jours.

. (¢) Quelqu’un a emprunté un livre écrit par Aristote.

X (d) Tous les abonnés ont empruntés au moins deux livres le méme jour.

3. Modeliser le raisonnement suivant par une seule formule du calcul des prédicats :
e La bibliothéque ne posséde pas de livre de Leibniz.
e Tous les livres ont été empruntés il y a 30 jours exactement.
e On en conclut qu’aucun livre de Leibniz n’a été emprunté depuis 30 jours.

4. Pour chacune des formules suivantes, déterminer la ou les variables libres :
{ (a) Je.L(c,t,Leibniz)
t (b) Je.[(FaL(e, t,a)) A Fi.3d.P(c,i,d)]
# (¢) Fi.[3d.A(i,n,d) A Fe.[3d.P(c,i,d) A (3t.(L{c, t, Leibniz) V L(c, t, Aristote)))]]
v (d) Fe3d 3d[(Ft.L(c,t,a)) A (Fi.P(c,i,d)) A(BLL(, t,a")) A (FiP(c, i, d) A—(c = )]

{\ 5. Pour chacune des formules ci-dessus, déterminer toutes les valeurs beeléermmes-des vari-

ables libres qui rendent la formule vraie dans les tables décrites au début de P’exércice.



Exercice 3 (Systéme de Gentzen) On considére un nouveau connecteur ternaire if dont
la sémantique est donnée par 1’équivalence suivante if(A4, B,C) = (4 — B) A (A — C). On
considére deux systémes de preuve différents :
o Le systéme G du cours (donné en annexe).
¢ Un nouveau systéme que 1’on appelle A qui contient toutes les régles de G plus les deux
nouvelles régles suivantes :

AB,CFT ABAFT ACFAT AAFBT AFACT
(ifg) (ifd)

A,if(A,B,C)FT At if(A,B,C),T

On note m> A g I' la dérivation 7 du séquent A I I' dans le systéme S, ou S est N ou
G. La taille d’une dérivation m est le nombre des noeuds de 'arbre x.

¢ 1. Donner une dérivation dans le systéme N du séquent suivant, en précisant aussi sa taille :
Fif(-pV-s,~(pAgAs),—-—sVr).

s
DO

. En utilisant ’équivalence donnée-au début de I'énoncé pour le connecteur if, traduire
la formule A; = if(=pV —.5,‘7T(p A Q‘;@‘,:Q) dans une formule équivalente (qu’on

appellera Az) qui ne contient alicune occurrence du symbole if.

3. On considére les formules A; et Az du point précédent. On considére également une
dérivation quelconque du séquent + A; dans le systéme N que nous appellerons 7ry.
Expliquer sommairement comment construire une dérivation mo du la formule A, dans
le systéme G & partir de la dérivation 7;. Quelle est la relation (<, > ou =) entre les
tailles de 71 et o 7

4. On veut définir une fonction T qui élimine toutes les occurrences du connecteur if d’une
formule-en les remplagant par sa formule équivalente. Donner une définition inductive
de la fonction T.

5. On généralise la définition de la fonction T aux multi-ensembles de formules de la maniére
suivante :

T(A1,. .., An) = T(A1),. .., T(4s)

Montrer que pour toute dérivation m > A Far T, ot A et I' sont des multi-ensembles
pouvant contenir le connecteur if, il existe une dérivation mp > T(A) kg T(T) telle que
taille(rw;) < taille(ms).

Raisonner par induction sur la dérivation de A ks I'. Traiter seulement le cas de base,
le cas des régles (A g) et (A d), ainsi que les cas des régles (if g) et (if d).

nas=m



ANNEXE

AFT, A AAFT AABFT
———(az) ——— (n9) ———— (~d)
AAFT,A A, -AFT AFT,-A A AANBFT
AFAT AFRBT AFAT ABFT A AF BT
(A d) (= 9)
AFAAB,T AA—BFT AFA— BT
AAFT ABFT AF A, BT
’ : (Vg) ——— (Vd)
AAVBEFT AFAVB,T

FIGURE 1 — Les régles du systéme G pour le calcul propositionnel
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Axiomes : A est un ensemble de clauses.
—(Ce A

Reégles d’inférence : D et C sont des clauses, p une lettre propositionnelle

Dv Cv-— DvVvpv DV-pV-
4 4 (coup.) pYp (fact.) ZYTPYTP

e (fact.)
DvC DVp DV —p

FIGURE 2 — Les régles de la résolution pour le calcul propositionnel

Variables X, symboles de fonction ¥ g, symboles de prédicats X p, signature ¥ = XpUXp.

Termes : Atomes :

ze€X  ti,..,th€Txx [f/nEZp|t,..,thn€Tsx p/n€Xp
T E 7'2,,? f(tl, .. .,tn) € 'rg,/y p(tl, - ,tn) € AE,X

Formules :

p(tl, s ,tn) € AE,X Ae Fsx A,BeFsx AB¢e Fex A Be Fux

AE.FE,;( re X AEFE,X rEeX
Vz.A € Fox drz.Ac Fox

p(tl,...,tn) € Fo,x _LAE]:E,)( A—)BE}HE,X AVvBe¢eFrx ANB e Fyx

FIGURE 3 — La syntaxe du calcul des prédicats




