Université Paris Diderot — L3 Informatique 11 Mars 2017

Logique — Partiel (durée : 3 h)

Documents autorisés : seulement deuz feuilles A4 manuscrites et strictement personnelles.
Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.

Rédiger chaque exercice dans une feuille indépendante

Exercice 1 (Calcul des prédicats) Pour cet exercice on rappelle d’abord la syntaxe du
calcul des prédicats dans la Figure 4.

1. (Modélisation) On considére un langage du premier ordre ou Xp =
{Jean/0,Pierre/0,pb1/0} est lensemble des symboles de fonction et Lp =
{I/1,P/1,M/1,B/1,A/2,R/2} est l’ensemble des symboles de prédicat. On in-
terprétera les symboles de prédicat de la maniére suivante :

I(x) signifie «x est intelligent»

P(z) signifie «x est paresseux»

M (z) signifie «x est un malin»

B(z) signifie «x est un bon étudianty

A(z,y) signifie «x est un ami de y»

R(z,y) signifie «x peut résoudre le probléme y»

Formaliser chaque raisonnement suivant par une formule du calcul des prédicats :

(a) Si quelqu’un peut résoudre le probléme 1, alors on peut trouver un bon étudiant
qui le peut. Jean est un bon étudiant et ne peut résoudre aucun probléme. Donc
personne ne peut résoudre le probléme 1.

(b) Tous les amis de Pierre sont intelligents. Au moins un de ses amis est paresseux.
Aucune personne paresseuse ne peut étre intelligente. Donc tous les amis de Pierre
sont malins.

(c) Aucun des amis de Pierre n’est paresseux. Donc tous les amis de Pierre sont pa-
resseux.

2. (Langage) On considére un ensemble de variables X. Soit ¥ = Yp U Xp, ot Zp =
{a/0, f/1} est I'ensemble des symboles de fonction et Xp = {p/0, ¢/1,7/2} est 'ensemble
des symboles de prédicat. On dénote par |VI(t)| (resp. [VI(A)]) le nombre de variables
libres du terme ¢ (resp. de la formule A). Pour chaque symbole # € %, on dénote par
|t|4 (resp. |Al4) le nombre de symboles # dans le terme ¢ (resp. la formule A).

(a) Donner trois exemples de termes et trois exemples d’atomes de ce langage. Puis
dire quels sont tous les termes et tous les atomes de ce langage.

(b) Soit S le sous-ensemble de toutes les formules A contenant exactement trois oc-
currences du symbole p, deux occurrences de g et une seule occurrence de r (pas
de restriction pour les autres symboles). Donner deux formules différentes dans
I’ensemble S.



(c) Soit |Alv3 le nombre de quantificateurs ¥V et 3 dans la formule A. Calculer
max({|Alv3 | A € 8}), i.e. le nombre maximal de quantificateurs d’une formule
dans ’ensemble S défini ci-dessus et vérifiant la propriété suivante : si Vz.B ou
Jz.B est une sous-formule de A, alors la variable x est nécessairement libre dans
B (i.e. telle que tout quantificateur V ou 3 rende liée au moins une variable libre).

(d) On change maintenant X & {f/1,g/2}. Soit 7 l’ensemble de tous les termes cor-
respondant & cette nouvelle signature. Montrer que pour tout terme ¢ dans 7 on a
|[VI(t)| <2|t|g + 1. On raisonnera par induction sur la structure des termes.

(e) On considére toujours Xp = {f/1, g/2} mais maintenant Xp = {p/0,7/2}. Soit U
I’ensemble de toutes les formules correspondant & cette nouvelle signature. Montrer
que pour toute formule A dans U/ on a |VI(A)| < 2|A|, - (2|A|g+1). On raisonnera
par induction sur la structure des formules.

Exercice 2 (Preuves syntaxiques)

Le principe du tiroir de Dirichlet indique que si n chaussettes occupent m tiroirs, et
si n > m, alors au moins un tiroir doit contenir strictement plus d’une chaussette.

Pour modéliser ce principe, nous allons utiliser les notations suivantes :

« ay; signifie que la k-éme chaussette est dans le j-éme tiroir. »
Nous voulons montrer que :

« Si chaque chaussette est dans I'un des tiroirs,
alors un tiroir contient deux chaussettes. »

1. Nous allons d’abord étudier ce principe dans le cas ot n = 2 et m = 1.

(a) Enoncer en francais le principe dans ce cas.
(b) Quelles sont toutes les lettres utilisées pour la modélisation et leur signification 7

(c) Le principe des tiroirs de Dirichlet dans ce cas est modélisé par la formule D =
(011 A a21) — (o1 A aa1). Montrer que cette formule est valide & l'aide de la
déduction naturelle (voir la Figure 1).

(d) On utilise maintenant la résolution (voir la Figure 3). Calculer ’ensemble de clauses
A obtenu & partir de la négation de la formule D. Puis, montrer que A +pg False.
Expliquer pourquoi cela démontre le principe de Dirichlet.

2. Nous allons ensuite étudier ce principe dans le cas ou n =3 et m = 2.

(a) Enoncer en francais le principe dans ce cas.
(b) Quelles sont toutes les lettres utilisées pour la modélisation et leur signification ?

(c) Donner une formule H modélisant que chacune des trois chaussettes est dans le
premier tiroir ou! dans le second tiroir.

(d) Donner une formule 7'1 modélisant que deux chaussettes au moins sont dans le

premier tiroir et une formule 7'2 modélisant que deux chaussettes au moins sont
dans le second tiroir.

1. Ne pas écrire une formule trop précise, notamment on n’aura pas besoin du fait qu'une chaussette ne
peut pas étre dans deux tiroirs différents.



(e) La formule D' = H — (T} V T3) modélise le principe de Dirichlet dans ce cas.
Montrer que cette formule D’ est valide & I'aide du systéme G (voir la Figure 2).
Vous remarquerez que la preuve est trés grosse et vous ne compléterez jusqu’a
I’axiome qu’une seule branche de I’arbre de preuve.

(f) Montrer qu’a partir de ’hypothése H on peut déduire la conclusion 71 V T2 en
obtenant une réfutation dans le systéme de résolution (voir la Figure 3). Pour cela
construire par exemple une preuve de A’ Fr a1 et une preuve de A’ g =11 et
les combiner.

Exercice 3 (Systéme de Gentzen)
On considére un nouveau connecteur A dont la sémantique est donnée par ’équivalence
suivante AA B=-(AAB) ().
On considére deux systémes de preuve différents :
e Le systéme G dans la Figure 2.
e Un nouveau systéme que l'on appelle A/ qui contient toutes les régles de G plus les deux
nouvelles régles suivantes :

AFAT AFBT _ AABFT
- Ayl (R )
AAABFT AFARB,T

On écrit A Fpr I' pour une dérivation dans le systéme MV ayant comme conclusion/racine
le séquent A T,
1. Donner une dérivation dans le systéme A du séquent suivant :
(rAas)=>(pAq),pFsArq.
2. Démontrer que les deux nouvelles régles ( A g) et ( A d) sont correctes et réversibles.

3. Traduire la formule (p A ¢) A r dans une formule équivalente sans occurrence du symbole
A en utilisant ’équivalence ()

4. On veut définir une fonction T qui élimine toutes les occurrences du connecteur A d'une
formule en les remplagant par leur équivalent. Donner une définition inductive de T.

5. Généraliser la définition de la fonction T aux multi-ensembles de formules en complétant

ci-dessous :
T({A41,.--, An}) =

6. Etant donnée une dérivation 7 du séquent A - I' dans un systéme, on note size(n) la
taille de la dérivation m, i.e. le nombre de régles utilisées dans la dérivation.
\

Soit la dérivation 7 suivante dans N : , T
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Quelle est la taille de cette dérivation 7y 7



7. Onpose A = {{pA (rVs)}} et A= (pAr)Vs. Transformer la dérivation 71 de A by A
du point précédent en une dérivation mo de T(A) kg T(A). Quelle est la taille de cette
nouvelle dérivation? A t'on size(r) < size(mp) < 2 * size(m1)?

8. Montrer plus généralement que pour toute dérivation 71 de A Fpr I' dans N, AetT
étant des multi-ensembles pouvant contenir le connecteur A , il existe une dérivation my
de T(A) Fg T(T) telle que size(m) < size(m) < 2 * size(m)

Raisonner par induction sur la dérivation de A Fpr T
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FIGURE 1 — Les régles de la déduction naturelle pour le calcul propositionnel
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FIGURE 2 — Les régles du systéme G pour le calcul propositionnel



Axiomes : Soit A un ensemble de clauses.

=10 & &
—(Cen
Régles d’inférence : D et C sont des clauses, p une lettre propositionnelle

Dvp CV-p

coupure
DvC ( )
DVpV DV -pV -
Wndiil Al N (factorisation) o B (factorisation)
Dvp DV —p
Remarque : Un cas particulier de la régle de coupure est = 1—|p
alse

FIGURE 3 — Les régles de la résolution pour le calcul propositionnel

Variables &, symboles de fonction ¥, symboles de prédicats Y p, signature ¥ = LpUXp.

Termes :
gEXN L.t ETmy [inelp
z € Tox fllas . sln) € T
Atomes :
tl;"',tnerrZ,X p/TLEEP
p(t1,...,tn) & AE,X
Formules :
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FIGURE 4 - La syntaxe du calcul des prédicats




