Université Paris Diderot — L3 Informatique 19 Mai 2017

Examen final (durée : 3h)

Documents autorisés : seulement deuz feuilles A4 manuscrites et strictement personnelles.
Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.

Exercice 1 [Unification (5 points)] Nous rappelons les régles de ’algorithme d’unification
vu en cours dans l'appendice. Nous considérons une signature £r = {a/0,g/1, f/2} et des
variables z, v, z, ....

1. Donner I'unificateur principale 7 du probléme P = {f(z,a) = f(y,2)}.

2. Donner un unificateur du méme probléme P; qui ne soit pas principal. Comment obtient-
on cet unificateur & partir de I'unificateur principal 7 du point précédent et de l'opération
de composition ?

3. En appliquant l’algorithme vu en cours, calculer l'unificateur principal du probléme
P2 ={g(f(g(w), f(y, ))) = g(f(z, f(y, 9(2))))}-

4. Exhiber un probléme d’unification P3 tel que 'application de l'algorithme vu en cours
produit un unificateur principal en utilisant exactement deux fois la régle décomposer,
une fois la régle remplacer, deux fois la régle effacer et une fois la régle orienter (pas
forcément dans cet ordre).

Exercice 2 [Résolution (5 points)]

1. Soit une signature X = Xr UXp, ol ZF = {a/0} et Tp = {r/2,p/2}.
Donner ’ensemble de clauses associé & la formule suivante en donnant les détails de
toutes les étapes de votre calcul : ’

A = [FzVy.r(z,y)] = [Fz.(p(a, 2) A p(z,a))]

2. Soit une signature ¥ = Xp U Xp, ol r = {a/0,b/0, f/1} et Tp = {p/2,q/2}. Soit
I’ensemble de clauses

C= {p(a> f(a>)) _'p(1171, f(xl)) v Q(m% f(wl))a ﬁg(aa f(m3)) Vp(f(fl)g), f(f(wi?»))):
—p(b, f(a)), —p(f(z4), f(f(z4)))V ~m(@s, f(zs5))}.

En utilisant la méthode de résolution (voir les régles dans ’appendice), montrer que
I’ensemble C est insatisfaisable. Donner tous les unificateurs calculés pendant votre ré-
solution.



Exercice 3 [Gentzen (5 points)] On considére une signature & = SpUXp, ott p = {f/1}
et Xp ={p/l,q/1,7/3,5/2}.
1. Soient les formules A = Vz.(p(z) A g(z)) et B = Vz.(—=p(z) A =g(z)). Démontrer que la
formule C' = [Fz.p(z) A z.—¢(z)] = [(=A) A (—=B)] est valide en utilisant le systéme de
Gentzen pour le calcul des prédicats (les régles sont rappelées dans 'appendice).

2. Considérons une dérivation ayant la forme suivante :

régle 1
p(z) FHy-r(w,y,z),Vm-S(w,f(w))( e

p(z) - Jy.r(z,y,2),39.Ve.s(z, y)
p(z) F Jy.3z.r(z,y, 2), Jy.Vr.5(z,y)

(régle 2)

(régle 3)

(regle 4)
p(z) FVz.3y.3z.r(z,y, 2), Jy.Vz.s(z,y)

(a) Identifier toutes les erreurs dans la partie visible de cette dérivation. Justifier.

(b) Corriger la partie visible de cette dérivation afin que le séquent de la conclusion
soit toujours p(x) - Vz.3y.3z.r(z,y, 2), Jy.Vz.s(z,y) (mais vous avez donc le droit
de modifier tous les autres séquents apparaissant dans la partie visible de la dériva-
tion). Donner le nom de chaque régle appliquée, en expliquant pourquoi elle peut
étre appliquée (penser au renommage).

Exercice 4 [Modéles (5 points)] Pour les deux questions suivantes on considére une sig-
nature ¥ = Lp U Xp, ot L = {a/0,b/0,s/1} et £p = {p/1,e/2,7/3}.
1. Evaluer les formules A; (i = 1,2,3) dans linterprétation Z = (Z,I), ou I(a) = 0,
Ib) = =1, I(s)(n) = —7Txn et I(e) = {(n,n) | n € Z}. Justifier les pas les plus
importants de votre calcul.

A1 = Vz.3y.e(z,s(y))
Ay = [Fz.e(z,s(z))]V [Fz.e(z, s(b))]
Az = Vz.[(e(z,a) A —e(z,a)) = e(z, s(a))]

2. Soit la formule A = Vz.3y.[p(z) — (r(z,v,s(2)) A r(a,y,z))]. On considére ici des
nouvelles interprétations indépendantes de celle du point précédent.

(a) Compléter interprétation Z; = (N, I7), o I1(p) = N\ {1,...,10} pour qu’elle soit
un modéle de la formule A. Justifier.

(b) Compléter linterprétation Zy = (N, Ip), oi Ir(p) = N\ {1,...,10} pour qu'elle
falsifie la formule A. Justifier.

(c) Compléter Vinterprétation Zg = (N, I3), ou I3(p) = N\ {1,...,10} pour qu'elle
satisfasse la formule A sans en é&tre un modéle. Justifier.



Appendice

Reégles d’unification

PUft=z) t¢X PULF(51, s 8n) = F(t1, - )}

Pulz=1 (orienter) PU{s1= b1y ooom = t) (décomposer)
M effacer PU{z=s} zeVar(P) z¢VI(s) remplacer
» P {z+ sHP)U{z = s} enplane)

Reégles de résolution
Axiomes :

= (C € A, ot A est I'ensemble de clauses).

Reégles d’inférence :

DVr(si,y...,Sn) R E TN

coupure
+(DV ) (coupure)
D\/r(sl,...,sn)V'r(tl,...,tn) (fact) DV—n’r‘(Sl,...,Sn)V—lr(tl,...,tn) (fact)
o(D VY 7r(8i;.:-39n)) o(DV =r(si,...,Sn))
ol o est lunificateur principal du probléme {s; = t1,...,S, = tp} et les clauses C et D ne
partagent pas de variables.
Systéme G pour le calcul des prédicats
————— (az)
AAFT A
AFT,A AART AFAT ABFT A AR B, T
i ] e ) (—9) (—d)
A -ART AFT,-A AJA— BEFT A+A— BT
AN, ABET AFAT AFRBT
(Ag) (Ad)
AANBET A+FAANB,T
A AT A BBT A+ A BT
(Vo) (vd)
AJAVBETD AFAVB,I
Az + t}(A),Vz. AT AFAT
G ) (g) — Pl (va)
ANV, AFT A FVz AT
AART AF{zx+t}(A),Jz. AT
A,z AT AlJde.AT

Dans les régles (V d) et (3 g) = n’est libre ni dans A ni dans I'; dans les régles (V g) et
(3 d) l'opération {z < t}(A) ne capture pas de variables (aucune variable de t devient liée).



