
Université Paris Diderot � L3 Informatique 15 mars 2010Logique � Partiel (durée : 3 heures)Do
uments autorisés : deux feuilles A4 manus
rites re
to-verso etpersonnelles. Les ordinateurs et les téléphones mobiles sont interdits.Il est re
ommandé de lire le sujet.Pour la réda
tion, utilisez une feuille pour les exer
i
es 1 et 2,une autre pour les exer
i
es 2 et 3 et en�n une troisième pour les exer
i
es 4 et 5.Exer
i
e 1 [Sémantique du 
al
ul propositionnel℄ Parmi les formules suivantes, les-quelles sont valides ? 
ontradi
toires ? Justi�ez. Si une formule n'est ni valide, ni 
ontradi
toire,donner une interprétation qui la falsi�e et une interprétation qui la satisfait.
• (p → ¬q) ∨ p
• ¬q → (p ∨ r) ∨ (p ∧ q)
• (p → (¬p ∨ q)) → q
• p → ((¬p ∨ q) → q)
• ((p ∨ q) → ¬r) ∧ (¬r ∨ q ∨ p)Exer
i
e 2 [Sémantique du 
al
ul propositionnel℄ Considérez la table de vérité suivantepour une formule in
onnue A :p q r AF F F FF F T TF T F FF T T TT F F FT F T FT T F TT T T T
• Donnez une formule A ave
 le moins de 
onne
teurs logiques possible qui a 
ette tablede vérité.
• Donnez une formule A ave
 uniquement le 
onne
teur →.Exer
i
e 3 [Formalisation℄On prend 
omme domaine l'ensemble des employés d'une entreprise de restauration dans
et entreprise, à 
haque employé est attribué un remplaçant.On 
onsidère les symboles de fon
tions ΣF = { e/1, a/0 } où :

r(x) dénote le remplaçant x ;
a dénote l'employé Albert ;et les symboles de prédi
ats ΣP = {S/1, C/1, O/2 } où :1



S(x) � x sert en salle � ;
C(x) � x sait faire le 
afé � ;
O(x, y) � x est sous les ordres de y �.1. Traduisez les énon
és suivants dans le 
al
ul des prédi
ats du premier ordre :(a) Le remplaçant d'Albert ne sait pas faire le 
afé.(b) Tous les employés qui savent faire le 
afé sont sous les ordres d'Albert.(
) Au
un des employés qui ne servent pas en salle ne sont sous les ordres de quelqu'unqui sait faire le 
afé.(d) Au moins un employé est sous les ordres du remplaçant d'un employé qui sert ensalle.2. Exprimez en français les formules suivantes(a) ∀x.(O(x, r(a)) → S(x))(b) ∃x. (C(x) ∨ ¬C(r(x)))(
) ∀x. (∃y.(O(y, x) ∧ C(y)) → C(x))(d) ¬∃x. (∀y. (C(y) ∧ S(y)) → O(y, x)))Exer
i
e 4 [Théorie de la démonstration℄

• Donner une dérivation en dédu
tion naturelle propositionnelle (DNprop) des séquentssuivants :� ⊢ (p → r) → ((q → r) → ((p ∨ q) → r))� ⊢ (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r))
• Pour 
ha
un des séquents suivants, déterminer s'ils sont valides en donnant une dériva-tion dans le système G ou en donnant une interprétation qui falsi�e le séquent :� ⊢ ¬p ∧ (¬q ∨ ¬r), (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)� ⊢ p → (q ∨ r), p → q, rExer
i
e 5 [Théorie de la démonstration℄On 
onsidère le système de 
al
ul des séquents G′ qui est obtenu à partir du système Gdans lequel la règle ∧d a été rempla
ée par la suivante :

Γ1 ⊢ A,∆1 Γ2 ⊢ B,∆2
∧d'

Γ1, Γ2 ⊢ A ∧ B, ∆1, ∆2où les 
ontextes des deux séquents prémisses peuvent être di�érents (Γ1 et Γ2 peuvent êtredi�érents, idem pour ∆1 et ∆2). On remarque que dans le 
as où les 
ontextes sont identiques,ils se retrouvent dupliqués dans le séquent 
on
lusion.Exemple La dérivation suivante utilise une instan
e de la règle ∧d' :ax
A ⊢ A

ax
A ⊢ A

∨d
A ⊢ A ∨ B

∧d'
A, A ⊢ A ∧ (A ∨ B)

→d
A ⊢ A → (A ∧ (A ∨ B))

ax
A ⊢ A

∨d
A ⊢ A ∨ C

ax
B ⊢ B

∨d
B ⊢ B ∨ C

∧d'
A, B ⊢ (A ∨ C) ∧ (B ∨ C)Remarque : Toutes les autres règles du système G′ sont les mêmes que 
elles du système

G.q 2



Théorème de l'a�aiblissement (rappel) : Si le séquent Γ ⊢ ∆ est dérivable dans lesystème G, alors pour toute formule A les séquents Γ ⊢ A, ∆ et Γ, A ⊢ ∆ sont aussidérivables dans G.Théorème de la 
ontra
tion (rappel) : Si le séquent Γ ⊢ A, A, ∆ est dérivable dans lesystème G, alors le séquent Γ ⊢ A, ∆ est aussi dérivable dans G. De même, si Γ, A, A ⊢ ∆est dérivable dans G, alors le séquent Γ, A ⊢ ∆ est aussi dérivable dans G.
• Montrez que s'il existe une dérivation du séquent Γ ⊢ ∆ dans G′, alors il existe unedérivation du séquent Γ ⊢ ∆ dans le système G.
• Quelle propriété doit satisfaire le système G′ pour obtenir la ré
iproque (à savoir : s'ilexiste une dérivation du séquent Γ ⊢ ∆ dans G, alors il existe une dérivation du séquent

Γ ⊢ ∆ dans le système G′) ?
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