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Université Paris Diderot L3 Informatique Année 2017-2018

Examen d’algorithmique
Mardi 19 décembre 2017 8h30 - 11h30 / Aucun document autorisé

Mode d’emploi : Le baréme est donné a titre indicatif. La qualité de la rédaction sera
trés fortement prise en compte pour la note. On peut toujours supposer une question
résolue et passer i la suite. L'annexe contient plusieurs algorithmes vus en cours.

Exercice 1 : Autour des parcours — (3 points) i . .
On considére un graphe orienté G = (8, 4) et deux { QI s Q2 3, | q4
sommets r et y. Ecrire un algorithme qui affiche un chemin
pour aller de = 4 y si il en existe un, et L sinon. Donner / . \
C: f]a )

sa complexité. Appliquer votre algorithme sur le graphe ~— 96 |

de la figure ci-contre avec r = g5 et y = q2. \ / U \
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Exercice 2 : Autour des parcours — (3 points)

On considere un graphe non-orienté G = (S, A). On cherche & savoir si il est possible de

colorier les sommets de G en deux couleurs {0,1}. On rappelle que dans ce cas, un coloriage est

une fonction € : § — {0,1} telle que pour tous sommets u et v, si (u,v) est une aréte de A on
a C(u) # C(v). Pour un graphe, étre 2-coloriable correspond donc a étre biparti.

1. Proposer un coloriage en deux couleurs pour les graphes de la figure ci-dessous si il en

existe (justifier vos rgponses). i
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2. Proposer un algorithine de coloriage en deux couleurs pour un graphe G, qui renvoie vrai
(et un coloriage) lorsque c’est possible, et faux sinon. On pourra se baser sur le parcours

O

s

Gy

en profondeur.

Exercice 3 : Flots (4 points)
/ On considére le réseau de transport R de la ﬁgure 1:

1. Appliquer l'algorithme de Ford-Fulkerson pour trouver un flot maximal. On donnera les
flots intermédiaires et les graphes des augmentations obtenus par Ialgorithme (une feuille
est préremplie, voir pages 5 et 6 du sujet). Attention : on demande a ce que votre
application de 'algorithme utilise au moins un arc arriére.

2. En déduire une coupe de capacité minimale du réseau R.
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FIGURE 1 - Le réseau de transport R pour l'exercice 3.

Probléme : Contraintes et plus courts chemins — (10 points)

Soit X = {zj,...,Zn} un ensemble de n variables réelles. On appelle contrainte atomique
une inégalité sur une différence de variables, c’est & dire de la forme z; — i < cavec i, J €
{1,...,n},i # j et ¢ € Z. Une contrainte convexe C est un ensemble de contraintes atomiques,
interprété comme une conjonction (toutes les contraintes doivent dtre vérifiées). On supposera
que pour toute paire de variables z;, zj, il y a au plus une contrainte de la forme z; — z: < ¢
Etant donnée une contrainte convexe E, on note Sg l'ensemble des valuations pour X qui sont
des solutions de E (i.e. qui vérifient toutes les contraintes atomiques de E).

Dans la suite, on utilise la contrainte Ep définie par 'ensemble {z2 — 21 € 2,71 — T2 <
~1,7;—23 € —1,73— T3 € 1,27 — 23 < 2} pour Xg = {21, %2, 73} comme un exemple récurrent
pour toutes les questions. Les valuations v = (11,12,12) et v/ = (5,6,7) sont des solutions
possibles pour Eg (et donc v,v’ € Sk,)-

A toute contrainte convexe E, on associe un graphe orienté valué Gg = (S, A, w) avec :

— 5= {.’131,...,1'"},

— A= {(zi,zj) |3 (z; —zi <) € E},

— w(zi,z;) =c¢ ssi 3(z;—xi € ¢)eE.

Par excmple, la contrainte convexe Ep pour Xg est représentée par le graphe Gg, de la

Figure 2.
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Graphe Gg, Graphe G, Graphe G}, (question 4)

FIGURE 2 — Graphes pour 'exemple Ep.

1. Pour chaque cas ci-dessous, donner le graphe de contraintes correspondant a la contrainte
convexe associée a I'ensemble X :
(@) Bi={m-n<Zn-n<-Kn-anslkn-ns 1} et X1 = {z1, 22, 23}.
_, (b),EzL'{I]—I:}'é?;IQ—'l‘sS*l;Is—Ilg—1;.:(:1--:;2@1} et X3 = {z1, 72,13}
(o) BaE{n-nsn-ps-in-nshn-ns 1} et X3 = {1, 72,23, 22}
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Est-ce que v; = (12,11, 12) est une solution pour E; ? Et v} = (12,15,12) ? Pouvez-vous
trouver une solution pour E; ?

2. On considere & présent le graphe GE = (S, A*, w*) qui étend le graphe G de la maniere
suivante : S* = SU{xo}, AY = AU{(xo, ;)| pour tout0 < i < n}, et wt(u,v) = w(u,v)
si (u,v) € A et wH(zg,z;) =0 pourtout 1 <i < n. Ala Figure 2, on donne le graphe
Gy, pour 'exemple Ej ci-dessus.

(a) Construire le graphe GEI.

(b) Calculer les distances d’un plus court chemin entre g et les sommets z;, 2, r3 dans

+ 3
le graphe GE,- On notera ces distances 6G§1 (z0,71), JGE (xg,12), et 6051 (zo,x3)-

(c) Vérifier que la valuation v = (0
de El.

(d) Montrer (en utilisant les propriétés des plus courts chemins) que si il n'y a pas de
circuit strictement négatif dans le graphe GE. d’une contrainte convexe E quelconque,
alors la valuation v qui associe & z; (pour i = 1,...,n) la valeur 5GE(SL‘0,.’IJ5) est
toujours une solution de E. C’est-a-dire que si T; —; < c est une contrainte atomique
de E, alors on a (SGE(.'I.'(J, z;) — ch(xo,xi) <e

El (zo, .."Jl), 6651 (.I,‘(), .272), 5G,+51 (o, .’173)) est une solution

(¢) Montrer que si il y a un circuit strictement négatif dans G}, alors il n'y a pas de
solution pour E (et donc Sg est vide).

(f) En déduire un algorithme qui étant donnée une contrainte convexe E pour un ensemble
de variables X, renvoie une valuation solution pour F si il en existe une, ou la valuation
p )
vide v = @ sinon. Donner sa complexité.

3. Donner un algorithme qui teste, étant données deux contraintes convexes E et F’, si il
existe des solutions appartenant a l'intersection Sg N Sg. Méme question pour SgUSE:r.

4. On souhaite normaliser les contraintes de maniére a4 ce que deux contraintes ayant les
mémes ensembles solution aient la méme représentation.
Pour cela, on représente le graphe Gg sous la forme d'une matrice d’adjacence !. On note
Gy = (S,A*,w*) le graphe orienté pondéré obtenu & partir de Gg par application de
l'algorithme de Floyd-Warshall (la fonction w* correspond done aux distances des plus
courts chemins dans Gg). Par exemple, le graphe G}, de 'exemple précédent est décrit
Figure 2 et on donne ci-dessous la matrice de G, et celle pour G,

0 2 oo 0 2 3
Mgg, =] -1 0 1 MG.'EO =| -101
-1 2 0 -1 10

— Expliquer (et justifier) & quoi correspond w*(z;, ;) dans le graphe G%. On pourra
prendre pour exemple le coefficient w*(z3, x2) dans G;fo'

— En déduire un algorithme pour tester si deux contraintes F et E' représentent
le méme ensemble de valuations. Donner sa complexité.

== En déduire un algorithme pour tester si I'’ensemble de valuations vérifiant
une contrainte E est inclus dans celui représenté par une contrainte E'. Donner sa
complexité. '

1. avec des coefficients ay,; définis par : a;; = 0 pour tout ¢, et a;; = c si w(zi,z;) = c et a;; = 00 si

(.‘1'.;,:!'_;') e A.
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Annexe

On rappelle ci-dessous 1'algorithme de parcours en profondeur : la procédure de base PP et

la procédure principale PPC.

Procédure PP(G, s)

//G = (S, A)

begin

Couleur[s] := gris;

temps + +;

d[s] := temps;

pour chaque (s,u) € A faire
si Couleur{u} = blanc alors

M[u] :=s;

r_ PP(G,u);

Couleur(s] := noir;
temps + +;

f[s] := temps;
end

Procédure PPC(G)

//G = (S, A)

begin

pour chaque z € S faire
Couleur|z] := blanc;

| I[z] := nil;

temps :=0;

pour chaque z € S faire

si Couleur[z] = blanc alors
L PP(G,z};

end

On rappelle ci-dessous 1'algorithme de Floyd-Warshall et I’algorithme de Bellman-Ford :
Procédure PCC-Floyd(G)
//G=(S,A,w) : orienté valué
/levec 8 = {x1,...,2,}

//avec M = (a,'j)lsi,an la

Procédure PCC-Bellman-Ford(G, s)
//G = (5,A,w) : un graphe orienté valué
//s € S: un sommet origine

. begin
//ma.mnce correspendant a A Y
begin I{u] = nil
//0n initialise D avec M: T
. ; siu=s
pour i=1...n faire du] =

pour j = 1...n faire
d,'j =g
si a;; # co alors 7;; 1=

pour k =1...n faire
pour ¢ = 1...n faire
pour j =1...n faire
sidy; > di + dy; alors
]' dij = dy + dkj

M5 = Tkj

r;turn D II
end

o0 sinon

pour i =1 4 |S| -1 faire
pour chaque (u,v) € A faire
si d[v] > dlu] + w(u,v) alors
d[v] := du] + w(u, v)
I_ Ofv] == u
pour chaque (u,v) € A faire
si d[v] > du] + w(u,v) alors
| return (L, ~,-)

rgturn (T,d, 1)

end

Scanned with CamScanner



D

N

1

-

th CamScanner

Scanned w



