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Exercice 1 Résou

451z =11 mod 99.
(1)

Méme question avec I’équation :

451z =7 mod 99. (2)

On commence par calculer avec l'algorithme d’Euclide d := pgcd(451;99)
Comme 451 = 4x99+55 et 99 = 1x55+44,55 =1x44+11,44=4x%x11+0

on trouve d = 11.
De plus le calcul donne 11 = 55 — (99 — 55) = 2 x 55 — 99 = 2 x (451 — 4 x

99) — 99 = 2 x 451 — 9 x 99.
On observe que d = 11 divise 11 donc la premitre équation possede des

solutions. ’ensemble des solutions

11 99
S={z=yx2+jl=2+9cZ}.

La deuxiéme équation n’a pas de solution entieres puisque 11 ne divise pas
T
Exercice 2 Trouver deux entiers u, v tels que 5u+ 9v = 1. En déduire une
solution particuliére (zo, yo) & valeures entieres du systeme d’équations suivant

i
z

puis résoudre le systéme (3) dans Z.
Montrer que les nombres 45 et 17 sont pre

les entiers u, v, tels que 45u + 17v = 1.
En utilisant les questions précédentes,

1 mod 5 (3)
2 mod9,

miers entre eux et déterminer tous

¢ réquations
démontrer qué Je systeme d'éq

dans Z
r = 1 mod 17
1
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s e de deux équations et d
' ¢ aun systeme o onner to
mvalem‘;: péme méthode que celle utilisée pour le syst‘er‘,l,zc?;;es Solutiopg

est d
dans 7, avec .
pabord; 9 et 9 sont primier entre eux, et 2 x 5 — 1
Sol. 11 foiti® Chinois, 18 solution de (3) est 0=1,
Par l€
{Izlx(alxg)+2x(2X5)+5X91=11+45l“ez}

ce par calculer avec Y'algorithme d’Euclide ¢

_Oncommen o
) —_— +1'
trouVed:l' (11 -1 6) = 2 on
Onal= _5=6-(11-1x6)=2x6-11=2x(17_1;
2x17-—3><(45—2><17)=8x17-—3x45_ )=11 =
La solution est
{(u,v) = (-3 + 17,8 - 45l)|l € Z}.
[z = 1 mod5d ]
3. Par 1, on sait {a: - 9 modgesteqmvalentéxg_-] mod 45. Donc
(4) est equivalent &
z = 11 mod45
z = 1 modl17 (5)

Par 2 et le lemme chinois, la solution est mod 17 x 45 = 765, z = 11 x
gx 174 1% (=3 x 45) =43 x 17— 3 45 = 731 — 135 = 506. C.. d. = 5%

mod 765
Exercice 3 Déterminer le reste de la division par

1. le reste de la division par 36 de 412%! puis le reste de la division par 57 de
19201
2. le reste de la division par 88 =8x1ldel

Sol. 1a. On note ¢(n) Vindicatrice d’Euler de n.

Alors ¢(36) = 0(22)p(3%) = 2(2 - 1) x3(3-1) =12 pgcd(36,41) = 1, et
donc par le théoréme d’Euler, 412 =1 mod (36).

Mais 241 =1 mod (12), donc

8261

41241 = 41' =5 mod (36).

1b. On a 122 = 8 mod (57), donc
12241241 _ 841241 mod (57)

G Eul ,836 =1
On a pged(8,57) = 1 ¢(57) = 0(3)p(19) = 36, Par le théoreme d Euler
mod (57).
Par 1,0n a
841241 _g8 = 215 mod (57)
On a finalement
12241241 215 mod (57)
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15 — =
,54;7mod(57)'D°n°2 =TXTX8=7x(-1) = 5

I s e =50 mod ().

pgad(l g 88) = 2,00 ne peux pas appliquer directement le théoréme

2, Comme
¢ chinois. On doit calculer le reste de la divisiop par 8

‘Euler-
d Eo,] va utiliser le lemm
261
et lcl)ndi 1188261.: 9261 x 9261 =0 mod (8)
Par le petit théoreme de Fermat, on a 181° = 1 mod (11). Et 261 = 1
mod (10), donc 18261 = 18 = 7 mod (11).
n de Bezout 8u + 1lv = 1, on a une soultion particulier

Pour I’equatio o b
3x11-4x8= 1. Donc par le lemme chinois, 18<*" = 0x(3x11)+7x (-4x8) =

(-33+5) x8= 40 mod (88).

Exercice 4 Soit n > 1 un entier.
1. Quels sont les éléments de (Z/nZ,+) d’ordre 17
2. Question de cours : Soit (A, +, *) un anneau, et 14 I'élément neutre pour
la multiplication *, donner la définition d’élément inversible de I’anneau
A? A. A quelle condition A est-il un corps? A quelle condition sur n > 1,
(Z/nZ,+, x) est-il un corps.
3. On pose k = 27 x 11, il y a combien de nombres entre 1 et k qui sont
premier a k7
Sol. 1. 0.
2. z € A est inversible s’il existe y € Atel que z*xy=y*z = 14-
Si tout z € A \ {0} est inversible, alors A est un corps.
(Z/nZ,+, x) est un corps ssi n est premier.
3.0y a@(27 x 11) = (3%) x ¢(11) = 32(3-1)(11-1)= 180 de nombres
entre 1 et k qui sont premier a k.
Exercice 5 Résoudre en nombres entiers 1'équation suivante :

6

$y=2$2+2y—1- ()
i =JJ'2)

ement de variable u e e 9

(indication : on pourra considérer le chang
7, ou u(y — 24— 8)

- Sol:Ona(z—2y=2x—-2)(z+2)+
divise 7, et y = 2(z +2) + 7/(z — 2) +7,%1 Donc.’L"—'gi'S’3
Ma.is7estunnombrepremier,caimPliquex'zz ’='2x(—3)*1=‘7‘
Olll.Si:l::Q’onay=2x]_]_+]_=23.Si$=—5’0n2axy3_7:—.
Siz=3,onay=2x5 7=17.Sil'=1:0nay=
v T 7,317, (LY

La solution est (z,y) = (9,23), (=2
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