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Document autorisé : résumé de cours manuscrit sur une page recto-verso de format
A4 (21×29,7).

La calculatrice est autorisée.
On demande de rédiger les détails de calcul.

I

1. Expliquer pourquoi 12 est inversible dans Z/25Z et calculer son inverse.

2. Résoudre l’équation
12x ≡ 7 modulo 25 .

3. Résoudre dans Z le système de congruences suivant.{
12x ≡ 7 modulo 25

x ≡ 2 modulo 21

II

1. Donner la liste complète des éléments du groupe multiplicatif U(Z/20Z).

2. Montrer que le groupe (U(Z/20Z),×) n’est pas cyclique. (On pourra au choix
utiliser le théorème chinois, ou calculer l’ordre de chaque élément.)

3. Calculer le reste de la division euclidienne de 383127 par 20.

III

1. Factoriser 6601.

2. Est-ce que 6601 est un nombre de Carmichael ?

Pour k ∈ N∗, on pose :

ak = 6k + 1 , bk = 12k + 1 , ck = 18k + 1 , Nk = akbkck .

3. Montrer que si les trois nombres ak, bk et ck sont premiers, alors Nk est un
nombre de Carmichael.

4. Montrer que N6 est un nombre de Carmichael.



IV

On note Fn le n-ième nombre de Fermat : Fn = 22n
+ 1.

1. Calculer F2 et F3. Sont-ils premiers ?

2. Calculer les symboles de Legendre
(

F1

3

)
et

(
F2

3

)
, puis

(
Fn

3

)
pour n ≥ 1.

3. Pour n ≥ 1, utiliser la formule de réciprocité pour calculer le symbole de Le-

gendre
(

3
Fn

)
lorsque Fn est premier.

4. Démontrer que si Fn, n ≥ 1, est premier alors 3
Fn−1

2 est égal à −1 modulo Fn.

5. Calculer F4. Expliquer comment calculer efficacement 3
F4−1

2 modulo F4, et don-
ner la réponse en utilisant le résultat du premier script ci-dessous.

6. Quel est l’ordre de 3 dans la groupe U(Z/F4Z) ? En déduire que F4 est premier.

7. Est-ce que F5 est premier ?


