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I
1. 92 =68 + 24,
68 = 2 x 24 + 20,
24 = 20 + 4,
20 =5 x 4.

Le PGCD est 4.
2. (a) 92z + 68y = 10 n’a pas de solution : 10 n’est pas multiple du PGCD de 92 et 68.
(b) 92z + 68y = 12 a des solutions : 12 =3 x 4; le PGCD de 92 et 68 divise 12.
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o = (12345)(67) , o est d’ordre 10 .
0.2008 — 0_10 — (12345)10(67)10 7
0?0 = (12345)% = (14253) ,
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2. L’application f; est bien définie : si @ :E alors a’ — a est un multiple de 8; ka’ — ka
est aussi un multiple de 8 et donc ka = ka'.

Pour toutes les classes @ et b dans Z/87Z, on a :

fel@+d) = fila+b)
= k(a+0)
= ka+ kb
= ka+ kb
= [e(@) + fi(b)

3. Z/8Z étant fini, pour que I'application fi soit bijective il faut et il suffit qu’elle soit
surjective. L'image de f; est le sous-groupe engendré par f (k) = k. Donc f est un
isomorphisme si et seulement si k est d’ordre 8.



4. f, ne dépend que de la valeur de k modulo 8. D’apres la question précédente et la

question 1,
A={f1, fs, f5, fr} .
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f1 est d’ordre 1; f3,fs5,f7 sont d’ordre 2.

IV

1. Pour 0 <k <p,ona:klCh=plp—1)...(p—k+1).
Comme k > 1, le produit de droite comporte au moins le facteur p : p divise k! x C']’;.

2. p étant premier est premier avec 2, 3, ...,p — 1. D’apres le lemme d’Euclide, pour
0 < k < p, p est premier avec le produit : 2 x 3 x -+ X k = kl.

3. On applique le théoreme de Gauss : p divise k! x C’[’f , et p est premier avec k!, donc p
divise C’l’f.

4. Pour k =0, kP — k = 0 est divisible par p.
Supposons que pour k > 0, kP — k est divisible par p, alors :

L+ kP =1+Clk+ -+ C U 4 k7 =14 K (mod p) .

Par hypothese de récurrence : (1+k)? = 14k (mod p), i.e. p divise (1 + k)P — (1 + k).

5. On vient de montrer que p divise k(kP~! — 1). Pour k est premier avec p, le lemme de
Gauss montre que p divise k! — 1. Donc kP~! =1 (mod p).



