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1. Exercice 1. On considere les trois vecteurs de R>
uy = (1,-1,1), up =(1,0,1) etuz = (0,1, -1) .

(a) Forment-ils un systeme libre dans R3?
(b) Tout vecteur de R3 est-il engendré par le systeme {u1, up, u3}?

(c) Trouver les scalaires A, 1, v tels que
ex =(0,1,0) = Auq + puy + vug .

Indications.

(a) Etudions les combinaisons linéaires de ces trois vecteurs qui sont nulles
soit

Aug + pin + vz =0 < A(1,—1,1) + u(1,0,1) + v(0,1,—1) = (0,0,0)

1 1 0 A 0
Aup+uur +vuz=0& | -1 0 1 w|l =10
1 1 -1 v 0

Par la méthode du pivot de Gauss, on a successivement

1 1 0 A 0 11 0 A 0
-1 0 1 pl=10l«< 101 1 pul=10
1 1 -1 v 0 00 -1 v 0
puis
1 1 0 A 0 110 A 0
-1 0 1 pul=10|< ({0 11 pl=10
1 1 -1 v 0 0 01 v 0

Notre systéme est donc un systéme homogeéne de rang 3 de trois équations
a trois inconnues. Il admet donc une unique solution : la solution nulle.
Donc le systeme {u1, up, u3} est libre.

1



b) Dire que tout vecteur u = (x, v, z) de R3 est-il engendré par le systeme
q y g p y
{uy,uy, usz} c’est dire que le systeme

1 1 O A X
-1 0 1 ul =1y
1 1 -1 v z

admet au moins une solution en (A, i, v) . Or ce systéme d’équations est
de rang 3 et il est équivalent a

1 1 O A X 11 O A X

-1 0 1 pl=ly]l< (01 1 Ll =\x+y

1 1 -1 2% z 00 -1 v Z—X
puis

1 1 O A X 1 10 A X

-1 0 1 pl=(y]<= 1011 pl=1[x+y

1 1 -1 v z 0 01 v X—2z

Ce systéme admet une unique solution. Donc tout vecteur de R? est bien
engendré par le systeme {uj, up, u3} . Ce systéme est libre et générateur
dans R? . C’est donc une base de R3 . On voit de plus que les solutions
sont

V=X—z,u=xt+y—v=ytzetdi=x—pu=x—-y—z.

La notion de dimension aurait permis de conclure plus vite. En effet,
d’apres la question précédente, le systéme {u1, up, u3z} est un systeme
libre de 3 vecteurs de R? . Il engendre donc un sous-espace vectoriel de
dimension 3 dans R? soit R3 lui-méme.

(c) Trouver les scalaires A, 1, v tels que
ex = (0,1,0) = Auy + pup + vus

c’est appliquer le pivot de Gauss a la matrice :

1 1 O 0
-1 0 1 1
1 1 -1 |0
soit
1 1 0 0 11 O 0
-1 0 1 1] ~101 1 1
1 1 -1 10 00 -1 10



A+p =0 A= -1
pu+v = 1l qp = 1
-v =0 v = 0

Mais nous aurions pu appliquer la (fin de la) question précédente :
v=0,pu=140=1etA=0—pu=-1.

Finalement on remarque que la matrice de passage de la base {u1, up, us}
a la base canonique de R? est donnée (grace a la fin de la deuxieme ques-
tion) par

A 1 -1 -1 X

p|l=10 1 1 y

v 1 0 -1 z

On remarquera bientdt en cours que

1 -1 -1 1 1 0 1 1 0 1 -1 -1 1 00
0O 1 1 -10 1 |)=1-10 1 0 1 1T ]|]=(01PO0
1 0 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 0 -1 0 01

2. Exercice 2. Déterminer les limites suivantes :
(@) lim (%/x3—|—x2+1 — €/x3—x2+1>
x——+o00

cos(x) —1

(b) lim

x—0 sin (XZ)

1— _ 42
() lim exp (—x)
x—0 X (exp (x) —exp (—x))
Indications.
(a) Pour déterminer lirﬁ (3/ Ba2+1—vx3—x2+ 1) , NOUS pouvons
X— 100
utiliser une identité remarquable ou utiliser un développement limité en
posant h = % .Ona

1 1
Va2 +1=x{ 1+E+F:x\3/1+h+h3'

Mais
3 1 u l><_—2 2 2 u uz 2
\/1+u:(1+u)§=1+§+3 23 u +u e(u)zl-i—g—?—i—u e(u)

si u tend vers 0 . Pour notre expression cela donne

3 3\2
N R ()

3 9
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puisque u ~j,_,o h . Al'ordre 2 , nous avons donc

2
3/x3+x2+1:x(1+ﬁ_h_+h2€(h)> :x+1_i+ﬂ

3 9 3 9x X

De fagon analogue, nous avons

1 1
\3/x3—x2+1:x\3/1—;—|—ﬁ:xxs/l—h+h3

soit
_ 3 (_ 3)2
3x3—x2+1:x<1+ h;—h ( h—gh) —{—hze(h)>
et
h W? 1 1  e(x)
3/y3 — y2 — N s =y - - — 4 7
X —x2+1 x(l 3 9—i—he(h)> X =3 9x+ o
Donc
V3 +x24+1—-Vad —x24+1= x—i—l—i — x—l—l -I—ﬂ
3 9x 3 9x X
Bref

2

lim (\3/x3—|—x2+1— \3/x3—x2—1—1> =—.
xX—+o0 3

Il nous faudrait faire un développement limité & l'ordre 3 (au moins)

pour savoir cette cette limite (asymptote horizontale) se fait par valeur

supérieure ou non.
(b) On sait que

2

cos(x)=1-— L xe(x)

2
et
x>,
sin (x) =x— ot e(x)
soit
x° 2, .3
sin (x?) = x% — < + x%¢(x) = x® + x3e(x) .
Donc s s
cos(x)—1 1—-%5+x%(x)—1 —%5+x%(x)
sin (x2) x2 4+ x3e(x) x2 + x3¢(x)
et
cos(x) —1 1



Donc
cos(x)—1 1

im — =—=.
x—0  sin (x2) 2
On peut aussi dire que
2

x
cos (x) — 1 ~y 0 —5 et sin (x?) ~y_o ¥

donc
cos(x) —1 B x_2 1
sin (x2) 70 222 2
(c) Rappelons tout d’abord que
exp (h) =1+ h+ he(h)

si h tend vers 0 . D’ou

1 —exp (—x?) = x* + x%e(x) , exp (x) — exp (—x) = 2x + xe(x)

et
1 —exp (—x?) ¥ o1
x(exp (x) —exp (—x)) O xx2x  2°
, 1—exp (—x?) 1
Ponc alcl—% x(exp (x) —exp(—x))  2°

3. Exercice 3. On considére les quatre vecteurs de R* suivant :
w1 = (1,0,1,0), wo = (1,1,—1,—-1), w3 = (0,1,1,0) etwy = (0, -1,2,1).

On notera F le sous-espace vectoriel de R* engendré par ces quatre vecteurs.

Soitu = (2,1,5,1) .

(a) Montrer que u est un vecteur de F .

(b) Le systeme {u, w; } est-il libre ? Méme question pour {u, wy}, {u, w3} et
{u,wy} .

(c) Compléter le vecteur u par un ou plusieurs vecteurs w; de fagon a ce que
le systeme {u, w;,, ...} soit a la fois libre et générateur dans F .

Indications.

(a) Levecteur u est un vecteur de F si et seulement s’il existe des coefficients
réels (A, i, v, p) tels que

U = Awq + pwy + vws + pwy .



Cela revient a étudier le systeme

2 1 1 0 0\ /A
1] o1 1 -1]|nm
6|l (1 =11 2|]|v
1 0 -10 1 P

ou encore a appliquer le pivot de Gauss a

1 1 0 0 |2
0 1 1 -1/ 1
1 =11 2 |6
0 -1 0 1 |1
soit
1 1.0 0 |2 1 1 0 0 |2
0 1 1 -1 1 0 1 1 -1 1
1 =11 2 |6] 7o -—21 2 |4
0 -1 0 1 |1 0 -10 1 |1
puis
1 1.0 0 |2 1 1 0 0 2
0 1 1 -1 11 01 0 —1 | —1
1 =11 2 |6l 7o 1 1 =1 1
0 -1 0 1 |1 0 21 2 4
et
1 1.0 0 |2 110 0 2
0 1 1 -1 1 010 -1/ -1
1 =11 2 |6]7loo0o1 o0 2
0 -1 0 1 |1 001 0 2
et finalement
1 1 0 0 |2 110 0 2
0 1 1 -1 1 010 —1 | —1
1 =11 2 |6l |o0o1 o0 2
0 -1 0 1 |1 000 O 0

Ce systéme (de rang 3) admet donc une infinité de solutions a 1 pa-
rametre. Donc u est bien engendré par les quatre vecteurs générateurs
de F donc appartienta F .

Lorsque 'on résout le systéme on obtient

Adu = 2 A= 2—u
p—p = -1l qp = 1+u
v = 2 v = 2



(b)

(©)

(1 pouvant prendre toute valeur réelle). Allons un peu plus loin, on a
donc

U= (2—p)wy + pwy + 2wz + (1 + p)wy = 2wy +2ws3 + wy + p(—wi +wo +wy) .

En particulier, cela signifie que

U = 2wy + 2wz + Wy + 1 (—w1 +wy +wy) = 2wy +2w3 + wy + pp (—w1 +wy +wy)

pour deux réels distincts g et pp . On a donc
u=2w,+2ws+wget —w; +wr+wy =0.

Nous avons donc obtenu deux informations complémentaires, la donnée
de la combinaison linéaire exprimant u en termes de vecteurs w; et celle
d’une combinaison linéaire nulle entre les vecteurs w; eux-mémes.

D’apres le cours, le systeme {1, wy } sera libre si et seulement si le vecteur
w1 nest pas proportionnel au vecteur u (w; ¢ Ru). C’est évident car
deux des coordonnées de w; sont nulles ce qui ne peut étre le cas d'un
multiple (non nul) de u . De fagon analogue, on vérifie facilement que
{u,wp} , {u, w3} et {u, ws} sont libres car non proportionnels deux a
deux.

Utilisons le raisonnement du théoréme de la base incompléte. On peut
compléter le vecteur u par le vecteur w; tout d’abord d’apres ce qui
précede. Ftudions si w3 est un vecteur engendré par u et w; . Cela re-
vient a étudier le rang de

O = O
—_ o\ = N
O =) =k O
e
OO O
— =N
O,k =k O
D
OO O
OO LN
—__ 0 O

Donc le systeme {u, w1, w3} est de rang 3 (c’est un systeme libre). Lorsque
I'on a la notion de dimension, on a terminé. En effet, les 4 vecteurs en-
gendrant F sont de rang 3 d’apres la premiere question. Donc F est de
dimension 3 . Or le systéme {u, w1, w3} est un systétme de 3 vecteurs
libres dans F . Il est nécessairement générateur d’apres le cours. Ici, il
conviendrait donc d’étre stir que les vecteurs wy et wy soient bien en-
gendrés par {u, w1, w3} . Cela peut se voir avec

1021 1 0 1021 1 0
011 1 -1 011/ 1 -1
116 -1 2| 7fo14]| -2 2
001/ -1 1 001 | -1 1



soit

102 1 0 102 1 o0 102 1 0
011/ 1 —1 011] 1 -1 011/ 1 -—1
116 -1 27 floo0o3| -3 3|7 710o01] -1 1
0011/ -1 1 001 -1 1 000/| 0 O

Ce qui montre bien que chacun des vecteurs w, et w, est une combinai-
son linéaire des vecteurs {u, w1, w3} .

Sil'on a a notre disposition les résultats complémentaires obtenus a la
premiere question, on sait que

U =2w1 + 2wz + wy & wyg = u — 2wy — 2w3
et
—wtwryt+wy =0 wy =w —wyg =wp —u+2w +2wz = —u+ 2w +2ws; .
Cela explicite les relations dont on connaissait 1’existence.
4. Exercice 4. On souhaite étudier, lorsque x tend vers +oo , la fonction

In(x®+3x2+1
glx) = LI

(a) Donner le développement limité a 'ordre 2 de In (1 + 3k + h3) lorsque
h tend vers 0 .

(b) En déduire le développement limité a 1’ordre 2 de la fonction g(x) —
In (x) lorsque x tend vers +oo [on pourra poser h = 1].

(c) Montrer que la fonction g(x) est équivalente a la fonction #(x) = In (x)
lorsque x tend vers +oo . Montrer que le graphe de la fonction i(x) = In (x)
est asymptote au graphe de y = g(x) (lorsque x tend vers +o0).

(d) Positionner le graphe de y = g¢(x) par rapport a celui de y = h(x)
(lorsque x tend vers +00).

Indications.

(@) Ona
42
In(1+u) :u—?—i—uze(u)

lorsque u tend vers 0 . Ici on a u = 3k + h soit

2 9h2 2

(3h+ h3)?

In(1+43h+h%) =3h+h — 5



(b) Donc

2
In(x®+3x% +1) = 31In (x) +1n <1+3h+h3> :31n(x)+3h—%+h2e(h).

Soit
3z,
g(x) —In (x) :h—T—i—h e(h) .
(c) La différence entre la fonction h(x) = In(x) et la fonction y = g(x)
tend vers 0 lorsque x tend vers +oo . Donc ces deux graphes sont bien

asymptotes. Par ailleurs

1 h— 3 4 h2e(h
g(x) — H(X)—|— 2 + 6( ):1+ h + h €(.’Xf)
In (x) In (x) In(x)  In(x)
et cette expression tend bien vers 1 si x tend vers +oo .
(d) Ona
3,
g(x) —In(x) :h—T—i—h e(h) .

Cette expression est donc du signe de & lorsque & est voisin de 0 . Le
graphe de g est donc situé au dessus de celuide /.

5. Exercice 4. [Enoncé initial] On souhaite comparer, lorsque x tend vers +co ,
les deux fonctions

n(x2 n(x3 2
f(x):l (x +22x+1) etg(x)zl (x +33x +1).

(a) Donner le développement limité a I’ordre 2 de In (1 + 2k + h?) lorsque
h tend vers 0 . En déduire le développement limité a I’ordre 2 de la fonc-
tion f(x) — In (x) lorsque x tend vers +oo [on pourra poser i = 1].

(b) Donner le développement limité a ’ordre 2 de In (1 + 3k + h3) lorsque
h tend vers 0 . En déduire le développement limité a I’ordre 2 de la fonc-
tion g(x) — In (x) lorsque x tend vers +oo [on pourra de méme poser
h=1]

X

(c) Montrer que les deux fonctions f(x) et g(x) sont équivalentes a la fonc-
tion /1(x) = In (x) lorsque x tend vers +oco . Montrer que le graphe de la
fonction h(x) = In (x) est asymptote aux deux graphes de y = f(x) et
y = g(x) (lorsque x tend vers +00).

(d) Positionner le graphe de y = f(x) et y = g(x) 'un par rapport a l'autre
(lorsque x tend vers +o00).



Indications.
(a) Le développement limité a I'ordre 2 de In (1 + 2k + h?) (lorsque h tend
vers 0) est donné par

2

ln(l—i—u):u—%—l—uze(u)

lorsque u tend vers 0 . Ici on a u = 2h + h? donc u ~j,_, 2h . Soit

(2h + h?)?

In(1+2h+h?) =2h+h* — 5

+ h%e(h) = 2h — h? + h2e(h) .
On peut aussi remarquer que
In(1+2h+h2) =In ((1 +h)2> =2In(1+h) = 2h — 12 + h2e(h) .
On en déduit que
In(x*42x+1) =2In(x) +1n <1 +2h~|—h2> = 21In (x) +2h — h® 4 h2e(h)

soit

2
Flx) —In (x) = h— % +12e(h) .

(b) Voir ci-dessus.

(c) La différence entre la fonction h(x) = In(x) et la fonction y = f(x)
tend vers 0 lorsque x tend vers +oo . Donc ces deux graphes sont bien
asymptotes. Par ailleurs

fx)  In(x) +h—% 4 n2en) h h
n(x) n () RO RATIORS

et cette expression tend bien vers 1 si x tend vers +oo .
(d) On voit que
h? 3h?

fx) =g(x) = f(x) =In (x) +In (x) = g(x) = h = — +h%e(h) = (h— =+ h*e(h))

soit
f(x) —g(x) = K>+ he(h) .

Donc le signe de cette expression est celui de #? lorsque & tend vers 0 .
Donc le graphe de g est situé au dessous de celui de f .
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Ci-dessous le graphe de f est en bleu, celui de g en vert et celui de In est
en rouge. On pourra remarquer que 1'écart entre les graphes de f et de g est
clairement inférieur (d’ordre 2 en 1) a celui entre les graphes de g et de In(x)
(d’ordre 1 en h).

FIGURE 1 — Graphes comparés des fonctions f , g et In

11



