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Exercice 1 Pour tout nombre réel p > 0, soit S, la série entiere

n

Z% (z€C).

n>1

On désigne par R, le rayon de convergence de la série S,,. Pour tout z € C tel que la
série numérique > -, 2" /nP soit convergente, on désigne par Sp(z) la somme de cette
série.
1) Calculer la valeur de R,,.
) Calculer Sp(z).
3) Calculer Sy(z) pour = €] — Ry, Ry|.

) Pour quelles valeurs de p la somme S,(1) est bien définie ?

) Montrer que, pour tout p > 0, la série .S, est convergente sur

D={zeC|lz| <1, z#1}.

Cette convergence est-elle uniforme ?
6) Montrer que, pour tout p > 0, la fonction S, : D — C est continue.

Exercice 2 Soit

Z anx" (r €R)

n=0
une série entiere dont le rayon de convergence est 1, ou a,, € R pour tout n. Pour tout
x €] —1,1[, soit f(z) la somme de la série Zn)@ anx™. On suppose que f(x) converge
vers un nombre ¢ € R lorsque z tend vers 1.
1) Montrer que, si la série numérique ano an est convergente, alors sa limite est £.

2) Montrer que la série ) n>0 On Dest pas nécessairement convergente en construisant
=
un contre-exemple.

3) Montrer que, pour tout x € [—1,1], et tout n € N, n > 1, on a
" — 1] < n(1l —x).

4) Dans la suite, on suppose

lim na, = 0.
n—oo

Pour tout entier N > 1, soient

N
An(z) = Zan(x" —1), Bn(z)= Z anz" (x € [0,1]).
n=0

n>N
TSVP



(i) Montrer que
N
[An(@)] < (1 —2) Y [nag|.
n=0

(ii) Montrer que

[By(z)] < sup |nay,|.

1
N(]- _x) n>N

(iii) En déduire que

=0

N—oc0

N
lim 'f(l —1/N)=> an
n=0
(iv) En déduire que la série numérique >, - a, converge vers /.
Exercice 3 Dans cet exercice, on étude la fonction

_Jexp(=1/a*) +sin(z) siz#0,
f(x)_{o siz=0.

définie sur R et a valeur dans R.
1) Montrer que la fonction f est de classe C*° sur R\ {0}.
) Montrer que la fonction f est continue en 0.
) Montrer que la fonction f est de classe C! sur R et calculer f/(z).
) Montrer que la fonction f est de classe C*° sur R.
5) Déterminer la série de Taylor S(f) de f en x = 0.
) Déterminer le rayon de convergence de S(f).
)

Déterminer 1'ensemble des ¢ € R tels que la série S(f) converge en t vers f(¢).



