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Exercice 1 (Déterminant) Calculer, en mettant en évidence la factorisation, le déterminant suivant :

PRI R

L 1 cosa cos(2a)
P D=|1 cosb cos(2b)
1 cosc cos(2¢)

Sachant que cos(26) = 2cos? § — 1 et qu’un déterminant ne change pas en remplacant une colonne (resp.,
ligne) par une combinaison linéaire des autres colonnes (resp., lignes), on a :

C5:=C3+C1 Van Der monde
1 cosa cos(2a) 1 cosa 2cos’a-—1 1 cosa 2cos’a 1 cosa cos’a
D=|1 cosb cos(2b) |=|1 cosb 2cos?b—1 |=|1 cosb 2cos’b |=2|1 cosb cos?b
1 cosc cos(2c) 1 cosc 2cos?c—1 1 cosc 2cos’c 1 cosc cos’c |

t
Ca:=Csr—cosaxC; et C3:=C3—cosaxCs
A

1 0 0
=21 cosh—cosa cos’b—cosbcosa |=
1 cosc—cosa cos?c—cosceosa

cosb —cosa cos?b— cosbcosa
COSC —Ccosa COS? ¢ — cosceosa

1 cosb

= 2(cosb—cosa)(cosc —cosa)| ;

[ = 2(cos b — cosa)(cosc — cosa)(cosc — cosb).

Exercice 2 (Diagonalisation) Soit un endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique
est donnée par :

0 3 2
A=} -2 5 2
2 30

Diagonaliser la matrice A, en donnant la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs
propres.

Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique de A.

-X 3 2
PA(X) = det(A-XIdw)=| =2 5-X 2 |=-X[-(5-X)X+6]+2(-3X +6)+2[6 -2~ X)]
2 -3 —-X

= —X(X?-5X +6) - 6X +12+12-20+4X = -X(X -2)(X —3) —2X +4
=—X(X—z)(X—s)—2(X—2)=(X-2)[—X(X-3)—2] =(X-2)(-X*+3X -2)
= —(X - 1)(X - 2)2

Le polynéme caractéristique de A a une racine simple 1 et une racine double 2. La matrice A est diago-
nalisable si espace propre associé 4 la valeur propre 2 est de dimension 2.




L’espace propre E; associé & la valeur propre 1, qui est par définition E; = {X € R® | AX = X}, s’obtient
en résolvant AX = X, c’est-a-dire le systéme :

—z4+3y+2z2 = 0
—2r+4y+2z = 0
2 -3y—2 = 0
Ce systéme est équivalent & £ = y = —z. Ainsi, £ est de dimension 1 et est engendré par le vecteur
1
propre u = 1
-1

L’espace propre E, associ¢ & la valeur propre 2 , qui est par définition E; = {X € R® | AX = 2X},
s’obtient en résolvant AX = 2X, c’est-a-dire le systéme :

-2z 4+3y+22 = 0
—2z+3y+2z = 0
2z -3y—22z = 0
Ces trois équations se raménent & 2z — 3y — 2z = 0, qui est I’équation d’un plan vectoriel de R3. Ainsi,
3 1
E5 est de dimension 2, et une base est donnée par les vectzurs v = | 2 | et w = | 0 ]. Comme
0 1

E, est de dimension égale & la multiplicité de la valeur propre 2, la matrice A est diagonalisable. Par
conséquent, A = P.D.P~! avec D = diag(1,2,2) et la matrice de passage de la base canonique vers la
1

31 \\
base de vecteuérs propres (u,v,w) est P = 1 2 01
0

\-10 1)

Exercice 3 (Trigonalisation) Soit f ’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonigue
est donnée par :

1 0 1
B=| -1 2 1
1 -1 1
1. Montrer que f est trigonalisable.
Calculons le polynome caractéristique de f.
l1-X ¢ 1]
Pi(X) =det(B— Xldgs)=| -1 2-X 1 |=(1-X) [(2 ~X)(1-X)+ 1] +1-(2-X)
1 -1 1-X

=(1-X)(X*-3X +3)+ X ~1=(1- X)[X>-3X +3-1] = (1 - X)(X> - 3X +2)
=(1-X)(X-1)(X-2) = (2-X)(1-X)>

Le polyndme caractéristique de f est scindé sur R, c’est-a-dire, toutes les trois racines de Py sont
réelles. L’endomorphisme f est donc trigonalisable.

2. Montrer que l’espace propre associé & la valeur propre 1 est de dimension 1. Montrer que v = (1,1,0)
est un vecteur propre non-nul de cet espace propre.
L’espace propre E; associé a la valeur propre 1, qui est par définition E; = {X € R® | BX = X},
s’obtient en résolvant BX = X, c’est-a-dire le systéme :

z =0

~z+y+z = 0

-y = 0
2




Ce systéme est équivalent & z = y et 2z = 0. Ainsi, E; est de dimension 1. Le vecteur u = (1,1,0)
un vecteur propre de Ej car ses premiére et deuxiéme coordonnées sont égales et sa troisiéme
coordonnée est nul. Le vecteur u engendre donc la droite vectorielle E;.

Remarquons que ’endomorphisme f, qui est trigenalisable, n’est pas diagonalisable car la dimension
de E; n'est pas égale & la multiplicité de sa valeur propre associée (dimFE; = 1 # 2).

. Montrer que v = (0,0,1) est tel que (f — Idgs)(v) = u.

1 0 1 0 0 1 0 1
(f-1dgs)(v) = fw)—v=Bw-v=} -1 2 1 o]l-l1o0o)=11]-]0]=]1]=u
1 -1 1 1 1 1 1 0

. Chercher un vecteur propre w associé 4 la valeur propre 2. Montrer que (u,v,w) est une base de
R3. Calculer la matrice T de f dans la base (u,v,w). Calculer f*(v) pour k € N. En déduire T*.
L’espace propre E5 associé & la valeur propre 2, qui est par définition Fy = {X € R? | BX = 2X},
s’obtient en résolvant BX = 2X, c’est-a-dire le systéme :

—z4+z = 0
-r+z = 0
z—y—z = 0

Ce systéme est équivalent & z = z et y = 0. Ainsi, Es est de dimension 1 et est engendré par le vecteur
propre w = (1,0, 1). Pour montrer que (u, v, w) est une base de R?, il suffit de montrer que la famille
(u, v, w) est libre, c’est-a-dire, que le systéme au + bv + cw = 0 implique que a = b = ¢ = 0. Nous
1 01
pouvons aussi montrer que dete,,(u,v,w) # 0. En effet, detegn(v,v,w)=|1 0 0]{=1+#0,la
0 1 1
onc un~ famille hbre de R3, et est donc une base.
(v ) == 4 + v et f(w) = 2w, la matrice de endomorphisme f dans la base

famille {o, v, w) est d

Comme f(u)

) =
11 0
(u,v,w)est T=P LAP,ouT={ 0 1 0 , et la matrice de passage de la base canonique &
0 ¢ 2

la base (u,v,w) est P =

QO =
-0 O
R e Y

Comme f(v) = u+ v, f2(v) = f(f(v)) = flu+v) = f(u) + f(v) = v+ u+v = 2u+ v. Aussi,
3) = f(f2(v)) = f(2u+v) = 2f(u) + f(v) = 2u + v + v = 3u+ v. Une récurrence facile permet
de montrer que f*(v) = k.u+ v. Vu que T* est la matrice de ’endomorphisme f* dans la base

1 £ 0
(u,v,w), et comme f*(u) = u, f*(w) = 2*.w, la matrice T* est TF =| 0 1 0
0 0 2F

. Calculer A* pour tout k € N.
A= PT.P~! donc A* = (P.T.P~1)k = PT*P~!. Calculons P~!. Comme u = e; + €3, v = €3 et
w=e)+es,alorseys =w—es=w—vete =u—e =u+v—w D'oi, la matrice de passade de

0 1 0
la base (u,v,w) & la base canonique est P"1=| -1 1 1 ]|.D’ou,
1 -1 0
P T* pt

710 1 1 0\ /0 1 0 1 k 2 0 1 0
A =110 0 01 0 -1 1 1]=11%0 -1 1 1
011 0 0 2F 1 -1 0 0 1 2k 1 -1 0
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