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Exercice 1 Ftudier la nature des séries suivantes :
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la série harmonique ) — diverge, la série de terme général positif T est aussi divergente
n n
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1. Pour tout n > 1, est équivalent & — quand n tend vers +o0o0. Comme
n

(théoréme des équivalents des séries & termes positifs). Par le théoréme de comparaison des séries,
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la série Z T est donc divergente.
2. hrf ninfe V" = lirf n%e~V™ = 0. La suite de terme général positif n e~ V™ décroit plus vite
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que la suite de terme général —. Comme la série Z — est convergente (car série de Riemann
n?

a=2>1), lasérie Y. n eV est convergente.
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3. Pour tout n € N, posons u, = -——.
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Comme nmfoo uuﬂ =5 < 1. D’aprés le critére de d’Alembert pour les séries, la série & termes
e (D
fi
positifs Y Gl est convergente.
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our tout 1 € N7, up (4n—1) 9>0 Comme {/un (4n—1> (4n—1) (4n—1
on en déduit que lirf Yuy, = 6 < 1. D’aprés le critére de Cauchy pour les séries, la série
n—rToo
In 2n
> ( T — 1) est donc convergente.
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5. Pour tout n € N*, .Or > o est convergente car c¢’est une série géométrique de raison
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r = 3 < 1. D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, > W est donc
convergente.
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La nature de cette série peut aussi étre établie par le théoréeme d’Abel. En effet, solent (a,)nen~ et
. . 1 1 , . . .
{(bn }nen+ deux suites définies par : a,, = on et b, = —\/—, D’une part, la suite de terme général positif
n
b, est décroissante et tendant vers 0 & 'infini. D’autre part, la somme partielle > a,, est bornée car
a, est une suite géométrique de raison r < 1. D’apreés le théoréme d’Abel, la série > anby, est donc

convergente.
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Exercice 2 Pout tout n € N*, on pose u,, = exp (( ) > 1
\/ﬁ

1. Donner un équivalent de u,, et de |u,| lorsque n tend vers +oc.

-1 n
En 0, e — 1 est équivalent & z. Comme <\/_) tend vers 0 quand n tend vers +oo, le terme de la
n
: . . (=" - 1
suite u, est équivalent & et |un| est équivalent & — quand n tend vers +oc.
N N
2. Etudier la convergence absolue puis la convergence de la série de terme général uy,.

Le théoréme sur les équivalents dans les séries a termes positifs ne s’applique qu’a des suites positives.
1l s’applique donc & |u,, |, mais pas & u,,. Comme Y — est divergente, car c’est une série de Riemann

N
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a=g < 1, la série S |u,| est divergente. La série de terme général u, n’est donc pas absolument

convergente.
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Comme ¢* = 1+ z + %+ %+0(:c3) au voisinage de 0, u,, = (\/ﬁ) +oom é \/>ﬁ +0(n—%>.
Solent les suites (an), (bn), (cn) et (d,) quatre suites définies par :
1" 1 -1
an:( 2, by = —, cn:( ), dn:O(n_%).
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D’aprés le théoréme des séries alternées, les séries » . a, et Y. ¢, sont convergentes, car T et
n

1
P 7 sont deux suites positives, décroissantes et tendant vers 0 quand n tend vers +o0o. Le terme
ny/n
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général de la suie (d,,) est o(n™2). Par définition, |d,| < —5. Comme la série 3 L est convergente
nz nz
(série de Riemann o = % > 1), la série de terme général d,, est convergente car elle est absolument
convergente (par le théoréme de comparaison). Par contre, la série de terme général b, est divergente.
Finalement, la série > up, = S (an + by + ¢ + dn) = D (an + ¢y +dn) + > by est divergente car
> u, est une somme d’une série convergente et d’une série divergente.
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3. Faire de méme avec lo suite v, = sin ( Tn )
n

D"

sin z est équivalent & z en 0. Done, v, est équivalent & et |v,| est équivalent & — quand n

tend vers +oo. La série Y v, n’est donc pas absolument convergente.
3 (=)~ (="

T 3
sinz = 1 — — + o(z3) au voisinage de 0. Donc v,, = + o(n~2) quand n tend vers
=+ ola?) g n = o) quand o tend v

+o0. En utilisant les notations de la réponse a la question 2, v, = a,, — ¢ + d,,. D’aprés la réponse
précédente, > v, = > (a, — ¢, + dy,) est donc convergente.




