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Exercice 1 (La méthode d’Héron). Soit a > 0. On définit la suite (Un)nz0 par up wn réel vérifiant

ug > 0 et par la relation
1 n a
U =—|u — .
n+1 9 n U,

On se propose de montrer que (u,) tend vers \/a.

1. Montrer que

2 2
5 (up? — a)
Upt1” — Q=
" 4,2
2
1 /w2 +a\" 1 1 (w2 —a)?
PourtoutneN, u’,,—a=-|—"22-—] —a=—(u} —2a02 +a%) = -2+

2. Montrer que sin = 1 alors u, > /a puis que la suite (u,)n>1 est décroissante.
Il est clair que pour n > 0, on a u,, > 0. D’aprés 1'égalité précédente pour n > 0, u2 41— a et comme
U1 est positif alors u, 11 > v/a.
Soit n = 1. Calculons la différence entre deux termes successives de la suite u, :

1 a a U a— u> .
Upt1 — Uy = —(u,ﬁ- —) — Uy, = —— — 2= " < Qcar u, = 0 et a-— u% < 0. La suite
2 U 2y,

2 2t
(tn)n>1 est done décroissante. On peut aussi trouver le résultat en calculant le quotient de 2,41

Up i1 1 a a Ut
2 {14 — ) or = < 1car u, > a. Donc nt
U 2 u2 u2

T 7 £

(U )n>1 est done décroissante.

< 1 et donc uyt1 € Uy La suite

par iy, :
un

3. En déduire que la suite (u,,) converge vers /a.
La suite (un)n»1 est décroissante et minorée par v/a donc elle converge vers une limite £ > 0.

D’aprés la relation
1 - a
Upa1 = = | ¢ —
n-+1 3 bn, o

quand n — 400 alors u, — £ et u,41 — £. A la limite nous obtenons la relation

1 a
t=5(e+3).
s \" T
En résolvant cette équation, on trouve £ = £./a. La seule solution positive est donc £ = /a.
Conclusion (u,) converge vers +/a.
4. En utilisant la relation un 1% — a = (uns1 — V@) (Uny1 + /@) donner une majoration de Uni1 —/a
en fonction de u, — \/a.
La relation ) )
U2 = (un - Cl)
n+1 - 4U%

s’écrit aussi

(tns1 — V@) (uny1 ++Va) = (tn — \/63;(;“ + \/é>2'




. Siug —+/a < k et pourn = 1 montrer que

2n—-1

un, —v/a < 2va <%)

Par récurrence pour n = 1, u; — v/a < 1. Si la proposition est vraie au rang n, alors

U1 — o < ﬁ(u - Va)’ < ﬁ(%/&)2 ((T%)QY <2va (5%) (1)

. Application : Calculer /10 avec une précision de 8 chiffres apres la virgule, en prenant ug = 3.
Soit ug = 3, alors uy = £(3+ 2) = 3,166.... Comme 3 < V10 < vy donc uy — v10 < 0.166 . . .
Nous pouvons choisir k = 0, 17. Pour que I'erreur u,, — 1/a soit inférieure & 1078 il suffit de calculer
le terme uy car alors Uerreur {calculée par la formule de la question précédente) est inférieure a
5,2488 x 107!2. Nous obtenons 1y = 3, 16227766 .. ..

Fn effet, d’aprés la question précédente,
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2%3 6

271.A1 9 271,71 2 on
1 1 “ - n
un~\/10<2\/10<0’ 7) <2x4<ﬂ> gg(%) <8x 37 x1072",
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