Université Paris Diderot L2 - MI3 et MA3
2008-2009

Corrigé du partiel du 8 novembre

Détermaner la nature des séries suivantes :
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On désignera par u, le terme général de chacune de ces séries.
1) La suite (up, )p>0 est positive et u, < n~=3/2 pour tout n > 1. Puisque la série 3" n~3/2 est convergente
(série de Riemann d’exposant > 1), il en est de méme pour la série > u,.

2) On a |u,| < 27" et la série géométrique Y 27" est une série géométrique convergente. La série ) uy,
est absolument convergente, donc convergente.

3) A partir des DL connus : sinz = x — (1/6)z% + o(z®) et cosz = 1 — (1/2)x% + o(z?), on obtient
sinz — zcosz = (1/3)2% + o(x3). On en déduit que u, ~ 1/3n3. Comme la série > (1/n%) est conver-
gente (série de Riemann d’exposant > 1, bis repetita), on conclut que la série Y u, est convergente.

4) Pour tout n > 1, on a 2n + (—1)" > 2n — 1 > n. Notre série est donc alternée et son terme général
tend vers 0. Pour qu’elle soit convergente, il suffit que la suite (|uy|),>1 soit décroissante. C’est le cas
puisque
1 1
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La série > u, est convergente.

II

Déterminer le rayon de convergence R de chacune des séries entiéres suivantes :
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On désignera par a, le module du terme général de chacune de ces séries, et on posera |z| = 7.

1) On a
n —"Nn
() o)
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qui tend vers r/e quand n — +oo. Par le critere de d’Alembert, on obtient R = e.

2) La série > a,, n’est autre que la série géométrique de raison r*/16, qui converge ssi r < 2. D’ott R = 2.

3) Pour r < 1, on a a, < 167", terme général d'un série géométrique convergente; la série >_ a, est
donc convergente. Pour r > 1, on a

an = exp(n*(Inr) — n1n(16)),




qui tend vers +oo quand n — +00; la série > a,, est donc divergente. On conclut que R = 1.

En marge de cet exercice, il est intéressant d’étudier le comportement de nos séries pour |z| = R.

La premiére série est divergente pour |z| = e. De U'inégalité In(1+t) < ¢, pour tout ¢t > —1, on déduit en
effet (1 + (1/n))" < e, et donc ap41 > a, pour tout n > 1. La suite (ay,) étant croissante et strictement
positive, elle ne peut tendre vers 0.

La deuxiéme série est divergente pour |z| = 2 puisqu’alors a, = 1 pour tout n.

Enfin on a déja montré que la troisieme série est absolument convergente pour |z| = 1.
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1) Montrer que la série numérique y -, fn(z) est convergente pour tout x € R.

On a

Pour x € R et n € N*, posons fr(z)

» 1
(M) VreR,¥n>1 0< fu(z) < —.
n
Puisque la série Y 1/n? est convergente, la série Y -, fn(z) Vest aussi.

Pour tout = € R, on posera f(z) =31 fu(z).

n—=1

2) A laide d’un théoréme du cours, que l'on citera, montrer que f est continue sur R et calculer la
limite de f(x) quand x tend vers oco.

Un théoreme du cours nous dit que
x
lim f(z) = Zlgl_rg fol2)
n=

lorsque que la série de fonctions » | f,, converge normalement sur R, a étant un réel quelconque ou =+oco.
La convergence normale résulte aussitot de la majoration (M). Puisque chaque fonction f, est continue
sur R et tend vers 0 quand z — £oo, le théoreme permet de conclure, d’une part que f est continue
sur R, d’autre part que f tend vers 0 quand x — +oo.

3) a) Montrer que la série de fonctions Y, -, fr, converge normalement sur R.

Notons tout d’abord que
—2z
' _
Jnlz) = ek

La fonction f;, étant impaire, on a sup,cg | f;, (%) = sup, o | /().

Méthode 1 : Posons g, (z) = z(n? +2%)72. La fonction g, étant continue sur [0, oo, nulle en zéro et &
I'infini, elle admet un maximum qu’elle atteint en au moins un zg €]0, +oo| tel que g}, (z¢) = 0. Puisque
g, (z) = (n? — 32%)(n® +2%) 73, on a 79 = n/V/3, d’on

9 1
su ! x = 2 (—n ) = —— —
R nlol =20m\ 5 ) = 55 w3
Meéthode 2 : Etablissons les inégalités

2z < 2z <1
n?24x2 = 1422 —

pour tout entier n > 0 et tout réel z > (. La premiere résulte aussitot de n? 4+ 22 > 1+ 2. Pour vérifier
la seconde, on observe que

2z 4.

(33—1)220 = 22-22+1>0 = 1+2°>22 = <
1+ 22




En appliquant nos inégalités & |z|, on obtient

2|z 1 2|z|

. _ L
@)l = (n?+1z%)?  n2+|z]? n? + |z)? =5

Par chacune des méthodes, on arrive & la majoration
c
VzeR Vn>1 |[fl(z) < e

ol ¢ est une constante positive et o = 2 ou 3. La série de Riemann ) 1/n% étant convergente, on
obtient la conclusion souhaitée.

b) A laide d’un théoréme du cours, que l'on citera, montrer que la fonction f est dérivable sur R.
Un théoréme du cours nous dit que

o0

/ /
fl(@) =Y fnlx)

n=1
lorsque
— chaque fonction f, est de classe C!,
— la série Y fn(z) converge pour au moins une valeur de z,
— la série > f! converge normalement sur R.
La premiere condition est ¢videmment vérifiée, la seconde a été établie dans la question 1), et la
troisiéme au a).

4) Soient x € R et m € N* tels que |x| > /m. Montrer que
- 1
> T
f(@) 2 n; 22(n+ 1)

Pour tout n < m, on a 22 > n, dott 2%(n + 1) = z2n + 2> > n? + 22. On en déduit

+c0 1 m 1 m 1
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f(l’) Zn2+x2—zn2+x2—zx2(n+l)
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Bn déduire que limg o 72 f(z) = +o00.
Soit A > 0. Comme la série harmonique > 1/n est divergente, il existe m > 1 tel que

m

1
Zn—i—l =4

n=1

On en déduit que z2f(z) > A pour tout |z| > /m. On a donc établi la, propriété :

VA>0 2IB>0 VzcR (z>B = 2°f(z) > A).

On peut préciser le résultat ci-dessus en donnant un équivalent simple de f(x) quand z tend vers +oc.
Pour ce faire, on part de ’encadrement

/-I—oo dt <f( )</+oo dt
R e

(voir le théoréme du cours sur la comparaison entre séries et intégrales impropres). Les intégrales
encadrantes se calculent facilement par le changement de variable ¢ = uz, & x fixé. On obtient ainsi

1
7’

(g — arctan 1) 1 < f(z) <

r) x

Lol 3

d’ot il découle que f(x) ~ (7/2) (1/z) quand = — +oo.
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1) Calculer les développements en série entiére des fonctions f(z) = 2+ z)~! et g(z) = In(2 + ).

Parmi les DSE usuels, on dispose de

1 >0
(U) T ;m" (avecR=1)
Pour |z| < 2, on en déduit
1 o
flz) = 271 Z 2n-l—1

En intégrant terme & terme le développement ci-dessus (sans oublier que ¢(0) =1n2 ...), il vient

glz) =In2+ i(—l)"‘lix” .

n2n
Dans les deux cas le rayon de convergence est 2.

2) Calculer le développement en série entiere de la fonction

1

h(m):—m—x2+m_2.

La factorisation z% + 2z — 2 = (z — 1)(x + 2) nous donne

h(@:“% (1ix+2im> :_%i< +(= 1)n2n+1>xn‘

n=0

D’apres le cours, le rayon de convergence de cette série entiere est au moins égal & min(1,2) = 1. En
fait il est égal & 1, car on voit facilement que le terme général de la série ne tend pas vers 0 si z = £1.
Remarque : dans le cours de MI3, il a été prouvé que le rayon de convergence de la série > (apn + by )z™

est égal au plus petit des rayons de convergence des séries Y ap,z™ et Y bya™, lorsque ces rayons de
convergence sont distincts. Cette régle générale s’applique ici.

3) Montrer que la fonction u(z) = In(2 — = — x2) est définie dans un voisinage de 0 et calculer son
développement en série entiére.

D’apres la factorisation précédente, la fonction u est définie sur U'intervalle | — 2, 1], qui est un voisinage
de 0. En utilisant

a) la premieére question, ‘

b) la formule du cours pour In(1 — z) (qu’on peut retrouver en intégrant terme & terme la formule (U)
ci-dessus), on obtient

w(z) =In(1 — z) + In(2 + z) ln2+z < nl—l)x”

avec un rayon de convergence égal & 1. Une autre méthode consiste a observer que v'(z) = (2z+ 1)h(z)
et a appliquer la question précédente.




