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CE SUJET EST DESTINE EXCLUSIVEMENT AUX ETUDIANTS DE MI3

Examen du 5 janvier

Durée : 3 heures

Baréme indicatif : 3, 4, 2, 3, 8.
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Pour z € R et n € N*, posons f,(z) = e

1) Montrer que la série numérique ) -, fn(z) est convergente pour tout z € R,
+o0
Pour tout x € R™, on posera f(z) = Z fa(z).
n=1

2) A Paide d’un théoréme du cours, que on citera, montrer que f est continue sur R*. Indica-
tion : l'une des méthodes possibles consiste & étudier la fonction f, sur l'intervalle [0, +oo[ et
& en déduire la valeur de max eg+ | fn(x)].

IT

On considere I’équation différentielle
(&)  4dzy"+2y —y=0.

ol y représente une fonction inconnue de la variable z.

1) Soit y(z) = ano anz™ la somme d’une série entiére, supposée converger sur un intervalle
" ] =R, R], avec R > 0. Montrer que, si y est une solution de (£), alors

VYn €N an, = ag Gl

2) Calculer le rayon de convergence de la série entiére
1
E "
!
= (2n)!

En déduire que ’équation (£) admet une solution f, développable en série entiére en 0 et
vérifiant f(0) = 1.

3) Calculer f(z) (autrement dit I'exprimer comme une fonction usuelle). Indication : on com-
mencera par le caleul de f(£t?), pour tout t € R.
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La matrice
0 8 7 6
0195
0 0 2 4
0 00 3
est-elle diagonalisable ?
v

Montrer que la matrice
1 -1
=(13)

n’est pas diagonalisable et déterminer une matrice inversible P telle que P~'AP soit une matrice
triangulaire supérieure (N.B. : on ne demande pas de calculer P71).

Vv
On considére la matrice
1 2 3
M= —a 0 —a ,
a -2 a-—2

ol a est un parametre réel.

1) Montrer que M est de rang 2, quel que soit a. En déduire que 0 est 'une des valeurs propres
de M.

2). Calculer le polynome caractéristique de M. En déduire les autres valeurs propres de M.

3) Montrer que M est diagonalisable, sauf pour a = —1.
On suppose désormais que a = 1.

4) Calculer une base (v, vs,v3) de R?® constituée de vecteurs propres de M.

5) Résoudre le systéme différentiel
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