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L2 Informatique — L2 Math-Info — EIDD 17 année Année 2013-2014

EA4 — Eléments d’algorithmique
Examen de 17 session — 20 mai 2014

Durée : 3 heures

Aucun document autorisé excepté une feuille A4 manuscrite
Appareils électroniques éteints et rangés

Préliminaires :  Ce sujet est constitué de 5 exercices totalement indépendants qui peuvent éire
traités dans ’ordre de votre choiz. Il est donc vivement conseillé de lire lintégralité du sujet avant
de commencer. Le sujet est long, le baréme en tiendra compte. Il est bien entendu préférable de
ne faire qu'une partie du sujet correctement plutét que de tout bacler.

Pour tous les exercices demandant d’écrire des algorithmes, vous étes libres du langage utilisé,
du moment que la description est suffisamment précise : python, pseudo-code, frangais, java...

Veillez tout de méme & préserver la lisibilité. Pour cela, il pourra étre judicieuz de faire appel
des fonctions auziliaires au nom évocateur pour réaliser certaines opérations simples sans entrer

dans les détails d’implémentation.

Quel que soit le langage choisi, vous pouvez utiliser comme structure de base, sans redéfinir leur
fonctionnement, les tableauz et les listes chainées, ainsi que des arbres binaires pour lesquels
les champs ou fonctions fils_gauche, fils_droit, pere, valeur, est_vide seront supposées
définis. BEn revanche, vous n’avez pas droit aux dictionnaires (python).

Exercice 1 : Premier de cordée

On dit qu'un tableau T d’entiers est ymmodaj s'il est constitué d’une,pren & partie croissante,’
suivie dune.deuxigme décroissante, chacune pouvant éventuellement étrean@ié’g autrement dit, si
Test de lahgueu:rfﬁ;,-.ﬂ existe m € [E} = ﬁj} tel que :

T < Tl <= «+«<Tlm] et Tim| > TLIm+1] >-->Tn— 1]
1. Proposer un algorithme est_unimodal (T) qui renvoie true si T est ummodaI et false sinon.

2. De quelle(s) opération(s) élémentaire(s) est-il raisonnable de tenir compte pour évaluer la
complexité en temps d'un tel algorithme ? Quelle est, avec ces conventions, (l'ordre de gran-
deur de) la complexité de votre algorithme?

3. Proposer un algorithme minimum(T) de complezité optimale qui renvoie le plus petit élément
de T. Justifier la correction de cet algorithme, et préciser sa complexité.

-~

om fvz;ﬁ’ 1 (o)

4. Comment tester en temps constant si 'élément en position ¢ dans T en est le maximum 7 En
déduire un algorithme maximum(T) de complezité optimale qui renvoie le plus grand élément
de T. Justifier la correction de cet algorithme, et préciser sa complexité. T4

m 5. Décrire en détail un algorithme de complexité O(nlogn) dans le pire des cas pour transformer

un tableau T en tableau unimodal. Justifier sa correction et sa complexité.
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Exercice 2 : L’ABR était presque parfait

On rappelle qu’'un arbre binaire est dit parfait si tous:ses niveaux sont rem lis on dira qu’il est
presque parfait si tous ses.niveatx sont rémﬁxsgsauf éventuellement le dernier (on n’imposera ici
pas de contrainte supplémentaire sur la répartition des noeuds sur ce niveau).

1. Rappeler l'algorithme creation_ABR(T) permettant de construire un ABR 4 partir d’un ta-
bleau T d’entiers, ainsi que sa complexité. .

2. Quel est le résultat de cet algorithme pour les tableaux suivants ?
-Ti=[5]6[3]4[1][7]2] b 1“’"
O CA T N d y
-1, =[IT2[3T4 5 6] 7]
-Ta=[4[2[6]1][3[5[7],,
e ——

3. Dans un ABR parfait, quel élément se trouve nécessairement & la racine? En déduire un
algorithme ABR_parfait(T), récursif et de complexité strictement meilleure que celui de la
question 1, permettant de construire un ABR presque parfait 4 partir d'un tableau T d’entiers
trié. Justifier sa complexité.

4. En déduire un algorithme efficace qui transforme un ABR, quelconque en ABR. presque parfait.
Justifier sa complexité,

Exercice 3 : Les comptes d’Huffman
L’algorithme de Huffman construit un arbre binaire complet décrivant un code (binaire) pour les
caractéres présents dans le texte & compresser :
— chaquégfeuille contient un learactére a;

- le mot deicodeidels est obtenh en suivant lechiemin de la raci
>02ychaque pas vers un fi 5 gaucke, et ’a‘ichaque pas vers |
Pour que I'encodage du texte soit réalisé de m iére efficace, on souhaite acceder au mot de
code de chaque caractére en temps. (quasx) constant. Cela nécessite la création d’un dictionnaire

associant & chaque caractére son mot de code.

fé}llll@, en codant

1. Proposer une structure de données pour le dictionnaire répondant & ce cahier des charges.

2, Décrire un algorithme aussi efficace que possible qui transforme P’arbre de Huffman en dic-
tionnaire de Huffman. Justifier sa complexiteé.

Exercice 4 : Le tri flou, c’est trés clair

On considére un fableau T de données & mer‘dont la valeur n’est pas connue de maniére exacte,

mais seulement par un %ﬁ@d{ﬁﬂi@ﬂtﬁ TBest donc un tableau de ('@uples représenta: j'_%:les intervalles

D)= [T[:1 103, T[2] [1]] tels que le jes@lément 4§ de 'ensemble appartient ANTLEIN:

Tl 0l p < T (4]

Le tri flou d’un tel tableau dedongueur# consiste & féordonneriles élénients de T en un tableau

S tel qu'il existe (zo,&1,...,Zn-1) vérifiant :

Vi, z; € 8[7] eof WK T T
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1. Effectuer un tri flou des mtervalles smvants

Ay I: @ L-‘
11,%5], 19, 21], [Q [10 13 [17 20 2 4] [1&’16] [17,18], [9,12]
~ L i & 8

On \dit qu'un probléme A est moins dm‘ quun probleme B si tout algonthme qui résout le
probléme B peut étre modifié pour résoudre le probléme A sans augmentation de complexité.

@ Expliquer pourquoi le probléme du tri flou est moins dur que le probléme du tri usuel.
3. Que peut-on dire lorsque les intervalles & trier ont une intersection globale non vide ?

On souhaite tirer parti de cette propriété pour obtenir un algorithme de tri flou, basé sur levtzi
\fapide (QUICKSORT), mais de ESMpIEXiteHoindr6lorsque les instances du probléme sont plus
simples. Pour cela, on va modifier 'étape défpartiticinement du tri rapide. Une fois Iintervalle
pifiet, choisi, on considére un sous-intervalle vide degpivot, appelé ¢hevauchemént, ayant
la propriété suivante :

chevauchement est égal a IW&W?@% des 4

Svaliesde @ qui Fimbersectent. (%)
En particulier, si un intervalledfappartenant alT ne contient pas éhevauchement) alors ils sont

disjoints.

4. Quels sont les deux intervalles chevauchement possibles pour 'exemple de la question 1, si
pivot= [11,15] ?

L'ensemble T d’mtervalles ast alors partitionné en J&E%r%ﬁ&gmemblﬁ
; i ) plus m@gue ceux de cheva

uchement,

ands que ceux de chevauchement.

Dans un premier temps, nous allons décrire un algonthme de tri flou en admettant ’existence de
chevauchement Plus précmément on supposera que trouve_ chevauchement (T, pivot) caleule™
| int en temps linéaire en la longueur de T.

Pour mmphﬁer on ne cherchera pas a effectuer les opérations en place.

5. Ecrire une fonction compare(I, J) qui renvoie -1, 0 ou 1 selon la position de l'intervalle I
par rapport & l'intervalle J.

6. Ecrire précisément la fonction partition(T, pivot) qui partitionne le tableau T par rapport
a l'intervalle pivot.
@ Décrire un algorithme de type QUICKSORT réalisant le tri flou d’un tableau d’intervalles.
8. Quelle est sa complexité dans le pire des cas?
9. Quelle est sa complexité si les intervalles & trier ont une intersection non vide?

10. En vous basant sur la complexité en moyenne de QUICKSORT, borner la complexité en
moyenne de votre algorithme.

Nous allons maintenant écrire la fonction trouve_chevauchement (T, pivot).

,:131'.'- L’algorithme décrit aux questions 6 et 7 fonctionne-t-il toujours si chevauchement est rem-
placé par pivot ?

12 Ecrire une fonction trouve_chevauchement (T, pivot) qui renvoie un sous-intervalle (non

Uide) chevauchement de pivot ayant la propriété (¥).

On ne demande pas que chevauchement soit « optimal » parmi les sous-intervalles de pivot
ayant cette propriété (par exemple du point de vue du nombre d’intervalles qui 'intersectent).
En revanche, on exige que la complexité de la fonction trouve_chevauchement(T, pivot)
soit au plus linéaire en la longueur de T.
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Exercice 5 : L’Arnaque
La société X¥propose un service de s&nVegarc@ et cL’ammvagQ‘longue durée trés onéreux, pour
des données de trés grand volume (1mag1nons des centames de téraoctets).

L’entreprise/¥¥ manipule dejgros volumes ¢
s’adresse done & la sociététX§ pour en sau

der des c@pié On va supposer que ces données
sont constituées de trds nombreux fichiers d'un gigaoctet (disons des centaines de milliers).
L’entreprise/¥8 souha.lte slassurer que son argent e sera pas- dépensé pour rieny: si jamais la
société XPest remplie d’escrocs] éventualité d’un procés: gagné par Y@eontre X' ne consolerait
que mollement la'société ¥ide Iépette deges ciennées elle veut avoir ’assurance qu’elles pourront
étre restaurées en cas de panne maténelle dans les locat Y,
L’entreprise/¥ demande donc & /X" d’effectuer des simulations de restauration de données. Le
commercial de la société X leur propose le mode alternatif déerit dans le paragraphe suivant.

« Etant donné les volumes en question, les tests de restauration seraient trop com.-
pliqués a mettre en place. Nous vous recommandons plutét de nous demander’ chaguet
Jour la valeur-de h chage ﬁar ldefemiction md5 d’un fichier de votre choid parmi la
centaine de malliers de fichiers soumis. »

1. Ou est 'arnaque ? Faudrait-il choisir une autre fonction de hachage ?

Le commercial concéde que le mécanisme qu'’il propose ne prouve pas grand-chose. Il propose une
version améliorée : chaque jour, Y doit demander & X la valeur de hachage par la fonction mds
d’un fichier de son choix parmi la centaine de milliers de fichiers soumis, précédé d’une séquence
d’un kilooctet, également choisie parY. Si F' et B sont respectivement le fichier et le bloc aléatoire
choisis par Y, la preuve que doit fournir X est donc :

md5(B @ F),

ou @ désigne la concaténation.
2. Est-ce mieux? Expliquer.
Une semaine plus tard, le commercial de la société X rappelle la société Y :

« Nous avons mis en place le protocole dont nous avions convenu. Cependant, pour
des raisons techniques, nos informaticiens ont préféré placer le bloc aléatoire aprés le
fichier et non avant. Nous espérons que cela ne vous posera pas de probléme.»

3. Pourquoi cela peut-il légitimement renforcer les soupgons de la société Y quant & 'honnéteté
de la société X ?



