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e d'informatique 2e année Année 2006-2007Combinatoire et Probabilités dis
rètesPartiel du 23 Novembre 2006 � durée : 2 h 30Au
un do
ument n'est autorisé, y 
ompris notes de 
ours, 
al
ulatri
es ettéléphones portablesUn barême provisoire est donné à titre indi
atif.Toute question non traitée peut être admise.Exer
i
e : 9 pointsUn dérangement de {1, . . . , n} est une permutation sans point �xe de Sn, le groupe despermutations, 
'est-à-dire une permutation σ telle que pour tout i = 1, . . . , n, σ(i) 6= i.Partie 11. Soient I ∈ P({1, . . . , n}) (où P({1, . . . , n}) désigne l'ensemble des parties de {1, . . . , n}) et
AI l'ensemble des permutations laissant �xes les éléments de I. Cal
uler |AI | pour tout Idans P({1, . . . , n}).2. En déduire grâ
e à la formule du 
rible, le 
ardinal de A{1} ∪ . . . ∪ A{n}.3. En déduire que le nombre de dérangements de {1, . . . , n} est

∀n ∈ N,Dn = n!

n∑

k=0

(−1)k

k!
. (1)Partie 2On peut 
al
uler le nombre de dérangements de {1, . . . , n} d'une autre façon :3. Montrer la relation suivante :

∀n > 1, Dn = (n − 1)[Dn−1 + Dn−2].Indi
ation : 
onsidérer les dérangements σ tels que σ(i) = n et σ(n) = i, ainsi que lesdérangements σ tels que σ(i) = n et σ(n) = j ave
 i 6= j.4. En déduire par ré
urren
e la relation :
∀n > 1, Dn = nDn−1 + (−1)n.Cette relation permet de retrouver par ré
urren
e l'équation (1) (non demandé i
i).Partie 3Appli
ation : n hommes arrivent à une fête 
ha
un ave
 un 
hapeau, qu'ils déposent auvestiaire. Quel est le nombre de façons de mettre les n 
hapeaux sur les n têtes en sa
hant qu'aumoins un homme ré
upère son 
hapeau ? 1
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en
e d'informatique 2e année Année 2006-2007Problème : 14 pointsSoit Z
2 le plan 
artésien dis
ret. On 
onsidère des pas unitaires ր et ց. Un polyominoparallélogramme est la région 
omprise entre deux 
hemins 
onstitués par des pas ր et ց et quine se ren
ontrent qu'au début et à la �n. Le demi-périmètre s d'un polyomino parallélogrammeest la moitié du nombre de pas qui 
onstituent son bord. Dans la �gure suivante on a dessinéles polyominos ayant demi-périmètre 2, 3, et 4. Le début des deux 
hemins est le point le plus àgau
he de 
haque polyomino.

s=2

s=3

s=4

Fig. 1 � Les premiers polyominos parallèlogrammes.

Fig. 2 � Un polyomino parallèlogramme de demi-périmètre plus grand.1. Dessiner les 14 polyominos ayant demi-périmètre 5.2. On peut voir un polyomino 
omme une séquen
e de 
ouples de pas ր et ց. Le premierélément du 
ouple est un pas du 
hemin du haut du polyomino et le deuxième est lepas du 
hemin du bas qui se trouve dans la même 
olonne que l'autre. Par exemple lepremier polyomino dessiné dans la �gure ayant demi-périmètre 4 peut être représenté parla séquen
e (ր,ց)(ր,ր)(ր,ր), (ց,ր).Dessiner les di�érents 
ouples de pas possibles.3. Montrer qu'un polyomino parallélogramme doit impérativement 
ommen
er par le 
ouple
(ր,ց) et terminer par le 
ouple (ց,ր).2
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Fig. 3 � Les premiers 
hemins de MotzkinSoit Z
2 le plan 
artésien dis
ret. Un 
hemin de Motzkin bi
oloré est un 
hemin faisant despas unitaires ր, ց, ◦

→, →
◦

qui part de l'origine, ne va jamais en dessous de l'axe des abs
isseset qui termine sur 
et axe. Le nombre de pas d'un 
hemin de Motzkin bi
oloré est sa longueur l.Dans la �gure on a représenté les 
hemins de Motzkin ayant longueur 0, 1, 2.4. Dessiner les 
hemins de Motzkin bi
olorés ayant longueur 3.5. On veut dé
rire une bije
tion entre les polyominos parallélogrammes de demi-périmètre net les 
hemins de Motzkin bi
olorés de longueur n − 2.(a) Déduire de la question 3 qu'un polyomino parallélogramme est entièrement dé�ni parla suite ordonnée des 
ouples de pas dé�nissant le polyomino à laquelle on a �té lepremier et le dernier 
ouple.(b) Donner une bije
tion entre les polyominos parallélogrammes de demi-périmètre 3 etles 
hemins de Motzkin bi
olorés de longueur 1.(
) En déduire la bije
tion re
her
hée.6. On 
onsidère le sous-ensemble S de l'ensemble des 
hemins de Motzkin bi
olorés formé des
hemins 
onstitués uniquement de pas ◦
→ et →

◦
. Combien y a-t-il de 
hemins de longueur

n dans l'ensemble S ? Combien y a-t-il dans l'ensemble S de 
hemins ayant longueur n et
m pas →

◦
?On 
onsidère la bije
tion suivante entre l'ensemble des 
hemins de Motzkin bi
olorés delongueur n et l'ensemble des 
hemins de Dy
k de longueur 2n + 2 : étant donné un 
hemin deMotzkin bi
oloré on rempla
e le pas ր par la séquen
e րր, le pas ց par la séquen
e ցց, lepas ◦

→ par la séquen
e րց et le pas →
◦
par la séquen
e ցր. On rajoute un pas ր au début etun pas ց à la �n du 
hemin ainsi obtenu.7. Appliquer la bije
tion pour les 
hemins de Motzkin bi
olorés de longueur 2.8. Montrer qu'on obtient bien un 
hemin de Dy
k.9. Donner la bije
tion inverse.10. Donner une formule pour le nombre de 
hemins de Motzkin bi
olorés de longueur n et uneformule pour les nombres de polyominos de demi-périmètre n.

3


