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rible et PermutationsExer
i
e 1 Soit A et B des parties disjointes d'un ensemble E de 
ardinal n et supposons
|A| = n1 et |B| = n2. Cal
uler le nombre de parties à p éléments ayant1. exa
tement un élément dans A et un élément dans B,2. au moins un élément dans A et un élément dans B.Exer
i
e 2 Soit {a, b, 
, d} un alphabet à quatre lettres. Trouver :1. le nombre de mots de longueur n é
rits sur 
et alphabet.2. le nombre de mots de longueur n dans lesquels 
ha
une des lettres a, b, c, d apparaît aumoins une fois.Exer
i
e 3 Soient A et B deux ensembles de 
ardinal |A| = m et |B| = n. Montrer (en utilisantla formule du 
rible) que le nombre de surje
tions de A dans B est :
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n(n − p)m si m > nExer
i
e 4 Parmi les permutations de {a, b, c, d, e, f}, 
ombien ne 
ontiennent ni ac ni bde ?Exer
i
e 5 [La transformation de Foata℄ Soit une permutation de {1, . . . , n}, on 
onsidère lareprésentation 
y
lique 
anonique, obtenue en plaçant le minimum de 
haque 
y
le en tête du
y
le et en ordonnant les 
y
les suivant les minimums dé
roissants. Si par exemple on prend lapermutation
3 2 7 8 10 6 1 5 9 4 ,sa représentation 
y
lique 
anonique est

( 9 )( 6 )( 4 8 5 10 )( 2 )(1 3 7).La transformation de Foata 
onsiste à oublier les parenthèses :
9 6 4 8 5 10 2 1 3 7 .On obtient ainsi une autre permutation en notation ve
torielle.On 
onsidère la permutation σ = ( 1 7 5 3)(2 6 4 )( 8 )( 9 10 ).� Combien de représentations 
y
liques di�érentes admet σ ?� Appliquer la transformation de Foata à σ.� Etant donnée l'image ρ d'une permutation σ obtenue par la transformation de Foata
omment retrouver σ ?� En déduire que le nombre de permutations de {1, . . . , n} ave
 k 
y
les est égal au nombrede permutations de {1, . . . , n} ave
 k minima de gau
he à droite (éléments qui sont pluspetits que tous 
eux qui sont à leur gau
he).Exer
i
e 6 [petit problème de pla
ement℄ Quatre 
ouples passent la soirée ensemble.1



1. Ils vont tout d'abord au 
inéma, où il ne reste qu'une rangée de huit pla
es. Combien defaçons ont-ils de s'installer(a) sans imposer de restri
tion parti
ulière ?(b) en alternant les hommes et les femmes ?(
) en groupant les hommes d'une part, et les femmes d'autre part ?(d) en groupant les femmes (mais pas né
essairement les hommes) ?(e) sans séparer les 
ouples ?2. Ils vont ensuite au restaurant et s'intallent autour d'une table ronde. Mêmes questionsqu'au 
inéma, en 
onsidérant les pla
ements à rotation près (ie deux pla
ements sont
onsidérés 
omme identiques dès lors que 
haque 
onvive à le même voisin de gau
he et lemême voisin de droite).Exer
i
e 7 [Permutations montantes-des
endantes℄Une permutation montante-des
endante, up-down en anglais (resp. : des
endante-montante,down-up) d'ordre n est un arrangement a1a2 . . . an des entiers {1, 2, . . . , n} qui des
end et montealternativement :
a1 < a2 > a3 < a4 > . . . , (resp. : a1 > a2 < a3 > a4 < . . .).On appelle pn le nombre de permutations montantes-des
endantes d'ordre n. Il est pratiquede faire la 
onvention que p0 = 1.1. Cal
uler les premier 
as.2. Montrer qu'il y a autant de permutations montantes-des
endantes que de des
endantes-montantes (pour un ordre n �xé).3. Montrer que le nombre de permutations montantes-des
endantes dont le plus grand nombre

n est en position 2k est (

n−1

2k−1

)

p2k−1pn−2k. Montrer de même que le nombre de permutationsdont le plus petit élément 1 est en position 2k + 1 est (

n−1

2k

)

p2kpn−2k−1.4. En déduire que la suite pn véri�e la ré
uren
e
p0 = 1, p1 = 1, et pour n>1, 2pn =

n−1
∑

k=0

(

n − 1

k

)

pkpn−1−k.
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