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i
e 1 1. Montrer par ré
urren
e et de façon 
ombinatoire que 1+2+ · · ·+n = n(n+1)
2 .2. Montrer de façon 
ombinatoire que 1 + 3 + · · · + 2n − 1 = n2.Exer
i
e 2 1. Montrer de façon 
ombinatoire n

∑

i=1

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.2. En déduire que n

∑

i=1

(2i)2 =
2n(n + 1)(2n + 1)

3
et n

∑

i=1

(2i − 1)2 =
n(2n − 1)(2n + 1)
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.3. Déduire alors la somme n

∑

i=0

(−1)ii2.Exer
i
e 3 Combien y-a-t'il de façon de 
olorier k 
ases d'une rangées de n 
ases ?Utiliser 
ette interprétation pour montrer 
ombinatoirement les formules suivantes :1. (
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)3. (

n

k

)(

k

l

)

=
(

n

l

)(

n−l

k−l

)4. n
∑
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= 2n5. n−k
∑
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)6. n
∑

k=0

k
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= n2n−17. n
∑

k=0
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)(

q
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=
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n

) et en déduire n
∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

).Exer
i
e 4 1. Combien de sous-ensembles de [[1, 10]] 
ontiennent au moins un entier impair ?2. Un groupe est formé de quatre hommes et six femmes. Chaque homme épouse une femme.Combien y a-t-il de solutions possibles ?Exer
i
e 5 1. Montrer que le nombre de k-uplets d'entiers ≥ 1 dont la somme est n est
(

n−1
k−1

).2. Montrer que le nombre de k-uplets d'entiers ≥ 0 dont la somme est n est (

n+k−1
k−1

).Exer
i
e 6 1. Montrer que le nombre d'appli
ations stri
tement 
roissante de [[1, k]] dans
[[1, n]], ave
 1 ≤ k ≤ n, est (

n

k

). 1



2. Soient n et k deux entiers naturels non nuls.(a) Soit f une appli
ation 
roissante de [[1, k]] dans [[1, n]]. Montrer que l'appli
ation g de
[[1, k]] dans [[1, k + n − 1]] dé�nie par g(p) = f(p) + p − 1, pour tout p, 1 ≤ p ≤ k, eststri
tement 
roissante.(b) Soit A l'ensemble des appli
ations 
roissantes de [[1, k]] dans [[1, n]]. Soit B l'ensembledes appli
ations stri
tement 
roissantes de [[1, k]] dans [[1, k + n − 1]]. Montrer qu'ilexiste une bije
tion de A sur B et en déduire que le nombre des appli
ations 
roissantesde [[1, k]] dans [[1, n]] est (

k+n−1
k

).Exer
i
e 7 [Mots℄1. Combien y a-t-il de mot de 16 bits ayant 8 bits égaux à 1 ?2. Soit A = {a, b, c, d}. Combien y a-t-il de mots de longueurs n sur l'alphabet A ? Combiend'entre eux sont-ils des palindromes ?3. Combien de mots di�érents peut-on faire ave
 les lettres du mot ESTATE?4. On a n lettres dont m sont identiques et les autres toutes distin
tes. Quel est le nombrede mots qu'on peut faire ave
 ? Véri�er sur un petit exemple (n = 3, m = 2).5. Un tiroir 
ontient trois 
haussettes bleues, trois 
haussettes rouges et quatre 
haussettesvertes. On en sort huit, une par une. Combien y a-t-il de tirages possibles ?Exer
i
e 8 [Boites℄ On dispose de m boîtes B1, B2, . . . , Bm et de n objets {1, . . . , n}.1. Combien y a-t-il de façons de ranger tous les objets dans les boîtes (une boîte peut 
ontenirplusieurs objets) ? Montrer l'égalité
mn =

∑

n1+n2+...+nm=n

(

n

n1
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n − n1

n2

)

· · ·

(

n − n1 − . . . − nm
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=
∑

n1+n2+...+nm=m

n!

n1!n2! · · ·nm!
=

∑

n1+n2+...+nm=m

(

n

n1, n2, . . . , nm

)2. Combien reste-t-il de façons de ranger tous les objets si on peut mettre au plus un objetpar boîte ? Et si on veut que la première boîte reste vide ? Ou plut�t si on veut qu'aumoins l'une des deux premières boîtes reste vide ?
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