Université Paris-Diderot Année 2015-2016
MMI1 - Algebre et analyse élémentaires I Toutes sections

Examen du 17 Décembre 2015

Tous les documents sont interdits, ainsi que les calculatrices et les téléphones portables.
Les exercices sont indépendants entre eut.

2z — 4

Exercice 1. Soit D = C\ {—2i}. Soit H : D — C I’application définie par H(z) = 3"
P

(a) Montrer que H(D) C D.

(b) Calculer H o H(z) pour tout z € D.
(c)

(d)

d) Déterminer les points fixes de H, c’est-a-~dire les éléments z de D tels que H(z) = z.

En déduire que H: D — D est bijective.

Exercice 2. On considere le sous-ensemble F de R* défini par

F={(z,y,2,t) €ER* | x — 2y + 22 —t = 0}.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R%.

c) Compléter la base B en une base de R*.

(a)
(b) Donner une base B de F. Quelle est la dimension de F'?
(c)
(d)

Montrer que les vecteurs
U1 = (171a171)7 Vg = (1727373)a v3 = (1a1a253)

appartiennent a F'.
(e) Montrer que ces vecteurs forment une base de F.

Les points précédents impliquent que tout vecteur v € F' s’écrit de fagon unique sous la forme v =
A1U1 4 Aava + A3vs, avec A1, Ao, Az des réels. Les valeurs (A1, A2, A\3) sont appelées les coordonnées
de v par rapport & la base (v1,v2,v3).

(f) Soit v = (—3,1,3,1). Montrer que v € F, et déterminer les coordonnées de v par rapport a
la base (v, v2,v3).

Exercice 3. Soit F une partie de R.
(a) Donner la définition d’'un minorant de E.

(b) Donner la définition de borne inférieure de E.

1
Soit maintenant £ = :neNy,.
2n+1

(¢) Donner les valeurs de inf E et sup E (sans le justifier).

(d) Montrer, en utilisant la définition de borne inférieure, que la valeur de inf E est bien celle
donnée au point précédent.
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Exercice 4. Déterminer les limites suivantes :

2 1 xT —x
(a) lim YEHT (b) Tim 2LAED) ) lim S
a—3 cos(mz) + 2 =0 /72 + 24

Exercice 5. On considere la fonction f: R — R définie par

1 —cos(mx)

fla) = —=

a

(a) Justifier que f est une fonction continue et dérivable.
(b) Donner 'expression de la dérivée de la fonction f.
(c

(

(

Que valent f(0), f(1), f(3), £'(0), f'(3)?

Montrer que f est strictement croissante sur U'intervalle I = [0, 1].

NN NN

d
e) Calculer I'image directe J = f(I) de I par f.

On désigne par g : I — J la fonction définie par g(z) = f(x) pour tout x € I.
(f) Déduire des points précédents que g : I — J est bijective.

1

On note g~ : J — I la bijection réciproque de g.

(g) Soit yg = i. Montrer que yo € J. Montrer que g~* est dérivable en yo. Calculer (g=1) (yo).

(Indication : il n’est pas nécessaire de calculer explicitement 1’expression de g~1.)

Questions bonus.

On définit la fonction h par

h: I — R

f(z) : 0
N

0 siz=0.

(h) Montrer que h est continue & droite en 0 (on pourra utiliser la définition de dérivabilité de f
en 0).

(i) Montrer que h est continue sur I. En déduire qu’il existe ¢ € I tel que h(x) < h(c) pour tout
el
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