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Correction du partiel du 26/11/11

Exercice 1. Question de cours
On considére une fonction f : R — R. Rappeler la définition des énoncés :

1. lim f(x) =1 (ou xo et [ sont des réels).
T—T0
2. xginoof(:v) = +o00.

Correction :
1. Ve >0,3a>0,Ve € Dy, [z —a0| < = |f(x) =] <e.
2.VA>0,3r>0,VeeDys, x>r = f(z)>A.

Exercice 2.

Soit un entier n > 1.

On consideére un nombre complexe non nul Z = re o r € R et 6 € R.
On note A I'ensemble des racines n-iemes complexes de Z.

1. Donner la liste des éléments de A.

2. Donner des nombres complexes zg et u tels que A = {z9u®, zou', zou?,...}.

)

3. Soit un entier p > 1, calculer la somme S = Z 2P,
zEA
Correction :

1. Z =1 est non nul car r # 0 donc Z admet n racines n-iémes distinctes qui sont les nombres :
042k T

zi, = Yre’ n avec k entier dans [0,n — 1]. Ce sont les éléments de A.

.o -9 -2k . -6
2. Enposantu=¢e'n, ona VYke€([0,n—1], 2z = {re'n e n = 20uf  puisque 2o = {/reln.
On a alors A = {zu®, zou', ..., zou" "1}
n—1 P n—1
3. D’apres la question 2 : S = Z 2P = Zzg (uk> =25 Z (uP).
z€A k=0 k=0

2p

S est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison uP = e'"n .
Cas 1 : uP =1 c’est-a-dire QPT” est un multiple de 2 qui équivaut a p multiple de n.
On note q l'entier tel que p = qn.

. gnb .
S=nzl=n(yr)™m e =nrield

Cas 2 : uP # 1 c’est-a-dire p n’est pas multiple de n.

S =z 1 o= 0 car u™ =1 puisque u est une racine n-ieme de 1.
—u

Exercice 3. 1
On considére I'application f : R — R définie par f(0) =0 et f(z) = exp (— 2) pour tout = € R*.
x
1. Etudier lir% f(z). f est-elle continue sur R ?
z—

2. Donner, en le justifiant, un tableau des variations de f.
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3. Déterminer, en le justifiant, si f est injective.

4. Déterminer, en le justifiant, si f est surjective.

5. Soit A = [—1,2]. Calculer f(A) puis f~!(f(A)) et comparer les ensembles A et f~(f(A)).

6. Donner un exemple d’application g : R — R™* (N.B. I'ensemble d’arrivée) telle que
pour toute partie A de R, ¢~ ! (g(A)) = A (sans démonstration).

Correction :

1. Quand x — 0, on a — % — —00 donc exp (— 3:12> — 0. De plus f(0) =0 donc il_r)r%)f(m) =0.
f est un prolongement par continuité en 0 de la fonction x — exp (— ;2> qui est continue sur
R* comme composée de fonctions continues. Donc f est continue sur R.

2. f est une fonction paire car Vx € R, f(—x) = f(x).

Il suffit donc d’étudier f sur RT.

f est dérivable sur R™ et Vo € R™, f'(z) = % exp < ;) > 0.

Comme f est continue en 0, f croit strictement sur RT.

Enfin quand © — +o00, on a — % — 0 donc f(x) = exp <— ;) — €% =1 par continuité de

l’exponentielle.

On a donc le tableau de variation suivant :

T |—00 0 +00

1 1
0

3. f est paire donc par exemple f(1) = f(—1) bien que 1 # —1. Il suit que f n’est pas injective.

6.

. [ est positive car I’exponentielle I’est donc par exemple —1 n’a pas d’antécédent par f. Il suit

que [ n’est pas surjective.

D’aprés la continuité et les variations de f, f([—1,2]) = [0, f(=1)] U0, f(2)] = [O,G_i].
En effet, f(—1)= f(1) < f(2) = e~ 1 car f croit sur RT.

Toujours d’aprés le tableau de variations et la parité de f, f=1 ([0, £(2)]) = [-2,2].
Done A C f=1(f (A)) strictement.

1l faut et il suffit que g soit injective. Par exemple g = exp convient.

Exercice 4.
Soit la fonction f:R — R définie par f(z) = |x] pour tout x € R (|z] est la partie entiere de z).
On considere 'ensemble A = {1 — 1 |n e N*}.

1.
2.
3.

Montrer que sup(A) existe, donner sa valeur et démontrer que cette valeur est bien le sup(A).
Déterminer f(A).
Comparer sup (f(A)) et f(supA).
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4. [Bonus] : soit g : R — R une fonction croissante définie sur R, donner une condition suffisante
SUr g pour avoir sup (g(A)) = g(sup A). La démonstration n’est pas demandée.

Correction :

1. Pour toutn >0, 1 — % < 1. Il suit que A est majoré par 1, or toute partie non vide et majorée
de R admet une borne supérieure, donc sup(A) eziste.

Montrons que sup(A) = 1, c’est-a-dire que 1 est le plus petit des magjorants de A.

Soit € > 0 quelconque, on choisit n € N* tel que n > % On a alors % <edoncl—e<1-— %
Comme 1 — % € A, il suit que 1 — € n’est pas un majorant de A. (CQFD)

2. Pour toutn € N*, 0<1—2 <1 donc [1-1]=0.
On en déduit que f(A) = {0}.

3. f(A) est fini donc sup (f(A)) = max (f(A)) =0 et f(supA) = f(1) = 1.
Conclusion : sup (f(A)) =0 < f(supA) = f(1) = 1.
Remarque : cette propriété est une conséquence de la croissance de f.
Démonstration : il suffit de montrer que f(supA) est un majorant de f(A). Dés lors, on sait
que f(sup A) est supérieur au plus petit des majorants de f(A), donc a sup (f(A))
Or pour tout x € A, © < supA car sup A est un majorant de A. Comme f est croissante, on
en déduit que f(z) < f(supA). Il suit que f(supA) est un majorant de f(A) (CQFD).

4. Il suffit que  lim . g(z) = g(supA).
x < sul:I?A

C’est une condition plus faible que la continuité en supA = 1 qui assure aussi, a fortiori,
l’égalité.
Démonstration : lim g(x) = g(1) équivaut a

z — 1
z <1

Ve>0,da>0,VzeR, 1—a<z<1l = g(1)—e<glx)<g(l)+e (P).

D’apres la démonstration précédente, comme g est croissante, g(1) = g(sup A) est un majorant
de g(A). Montrons que c’est le plus petit.

Soit e > 0, on choisit un réel o selon (P), puis on choisit un entier n > é Onal—a< 1—% <1
donc d’aprés (P) : g(1) —e < g(1 — ). Comme 1 — 1 € A, g(1) — e n'est pas un majorant de
g(A). (CQFD)

Exercice 5.
On considere les polynémes :

A(z) = 22* +122° +302% + 362 +20 et B(z) =2 + 3z + (3—1i).

1. Effectuer la division euclidienne de A(x) par B(z). On note C(z) le quotient.

2. Résoudre I'équation B(x) = 0. On exprimera les solutions sous forme algébrique.
En déduire une écriture de B(x) comme produit de polynémes de degré 1.

3. A laide d’une propriété de A, montrer que pour tout « € C: B(a) =0 = C(a) =0.
En déduire sans aucun calcul les racines du polynéme C, puis la factorisation de C(z) en
polynoémes irréductibles de C[X].

4. Donner la factorisation de A(z) en polynémes irréductibles de R[X].
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Correction :
1. La division division euclidienne de A(x) par B(x) s’écrit :
2z +1223 +3022 +36z +20 | 2%+ 32+ (3—1)
o 22t 623 +(6 — 26)2?
62° +(24 + 2i)x? +36x +20 | 222+ 62+ 6+ 2i
o 62> +182% +(18 — 6i)x
(6 +2i)2? +(18 +6i)z +20
o (6 +2i)x? +(18 +6i)z +20
0

Conclusion : A(z) = B(z) C(z) avec C(x) = 222 + 6x + 6 + 2i.

Le discriminant de Uéquation B(z) = 2? + 3z + (3 —i) =0 est A =32 —4(3 — i) = —3 + 4i.
Calculons les racines carrées de A sous la forme x +1iy avec x et y réels. On a les équivalences :

2 —y? =-3 =1
(:U+iy)2:—3+4i<:> 20y =4 s yr=4
2?4y =v9+16=5 zy =2
Les racines carrées de A sont donc 1+ 21 et —1 — 24.
On en déduit que B a pour racines : z1 = # =—-2—1iet z9= w =—1+41.

Comme B est unitaire, il suit que la factorisation de B en polyndmes irréductibles de C[X] est
B(z)=(x+241i)(z+1—1).

Comme A est un polynome a coefficients réels, pour tout a € R, A(a) = B(a) C(a) € R. Donc
pour tout a € R, B(a) et C(a) sont conjugués a un facteur réel prés (dépendant de a ou pas).

Il faut donc comparer les polynomes C(x) et B(x).

Il est clair que : C(x) = 2B(z) donc pour tout o € C, si B(a) = 0 alors C(a) = 2B(a) = 0.
On en déduit que z1 = —2+1 et z3 = —1 — i sont des racines de C. Comme C est de degré 2,
ce sont les seules.

Enfin C a pour coefficient dominant 2, donc la factorisation de C en polynomes irréductibles de

CiX] est C(z)=2(x+2—1)(z+1+1).

. D’apres les questions 1, 2 et 3, A(x) =B(z)C(z) =2(x+2+i)(z+1—i)(z+2—13)(x+1+1).

Or les polynémes x? +4x+5 = (z+2+i)(x +2—i) et 2®> +20+2 = (z+1—4)(x +1+1) sont
des polynomes irréductibles de R[X] car ils sont de degré 2 et sans racine réelle.

Conclusion : la factorisation de A(x) en polynomes irréductibles de R[X] est
A(z) = 2 (2 + 4z + 5) (2 + 22 + 2).

Exercice 6.
Déterminer les limites suivantes en justifiant les résultats :

1.

. a3 + e

im —,

z—=+o0 313 4+ 1
=222 —x 42

I
] 3 —3x2+3x -1’
S
lim —
Tr—400 €T
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4. lim =z ln(\/l—i—x — 1).

z—0t
Correction :
3 T T z3
x> +e e 1+ %
1. Pour tout x > 0, E(x) := ——— est défini et E(x) = — €.
B() = gt et ddfni et Bw) = S5 7
Quand x — 400, d’apres le théoréme de comparaison des fonctions puissances et exponentielle,
3
ev 1 1+ % 1
— — +00. De plus — — 0 donc =5
T T + 3 3

Par conséquent, lim E(z)= +oo.
T—>+00

2. On pose N(z) =23 — 222 —x+2 et D(x) =23 322+ 3z 1.
N(1) = D(1) = 0 donc 1 est racine des polynomes N et D. On recherche la multiplicité de 1
dans chacun d’eux.
N'(z) = 322 — 4x — 1 donec N'(1) = —2. On en déduit que 1 est racine simple de N. On note
Q est le quotient de la division de N(z) par x — 1. On a N'(z) = Q(z) + (x — 1) Q'(x) donc
Q(1) = N'(1) = —2.
Pour le dénominateur, on reconnait une identité remarquable D(x) = (x — 1)3 (on peut aussi

calculer D'(1) qui est nul puis D"(1), nul aussi; 1 est donc racine au moins triple et D est
unitaire de degré 8 donc D(z) = (x —1)3).

N N 1
Finalement, pour tout x # 1, Dgi est défini et Dg; = @1 Q(z).
Or lim — 1 = 100, Q est conti 1 et Q1) = —2 done lim ~&) — _
r lim @12 00, Q est continu en 1 e = onc lim D)

3. On pose f(x) = {e” + 1‘. f est une fonction réelle et bornée par O et 2.
En effet,Vz € C,|z| > 0 et d’aprés linégalité triangulaire, Vr € R, {ei’” + 1‘ < ‘e”‘ + 1 =2.

f(z)

Pour tout x > 0,

T
est défini et 0 < —= < —.
T

D’apres le théoreme des gendarmes, on en conclut que lim ——= = 0.
r—+oco I

4. On pose g(z) = In(v1+z —1).
Soit x > 0, /I+x > /1 =1 car la fonction racine carrée est strictement croissante sur RT. Il
suit que \/14+x —1 > 0 et donc g(x) est bien défini.
(1+z)—1 x
On a de plus \/1+x — 1= = .
b Vi+z +1 Vi+z +1
Donc zg(z) =zln(z) — z In(v1+z + 1).

D’apreés le théoréme de comparaison des fonctions puissances et logarithme, lim+ xzIn(xz) = 0.
z—0

Par continuité du logarithme en 2, lim ln(\/ 1+z + 1) =1In2 donc lim a:ln(\/ 1+z + 1) =0.
z—0 z—0

On en conclut que lim xg(z) =0.
z—07F
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Exercice 7.
Résoudre les systemes suivants (ou a est un parametre réel) par la méthode du pivot de Gauss.

1 r —y+3z-2t=1
r—ay=—
(S1) { Y 0 (S2) 20 —3y+8z =Tt =1
ar—y =
Y 3xr —y +52 +2t =9.

Correction :

1. On échelonne le systéme (S1) par la méthode de Gauss :

T —ay = —1 I
(Sl) = { (a2_1)y _ a Ls—aly

Cas 1 :a ¢ {—1,1}. Alors a®> — 1 # 0, ce systéme échelonné est compatible et sans inconnue

secondaire. Il admet donc une solution unique que l’on calcule par substitution :

a? _ 1
a?2—1 a2-1

r=—-1+ay=—-1+
a

Y= 21

Cas 2 :a € {—1,1}. La deuziéme équation s’écrit 0 = a or a est non nul donc le systéme est

incompatible.

2. On échelonne le systéme (Sa) par la méthode de Gauss :

r —y +3z -2t = 1 I, x —y +3z =2t = 1 14
(SQ) & —y +2z =3t = -1 L-2I; & y —2z +3t = 1 =Ly
2y —4z +8 = 6 L3—3L; y —2z +4t = 3 Lg/2
x +z +t = 2 Lj+Ls x + z = 0 Lj—1Ls
& y —2z +3t = 1 Ly & y —2z = —5 Lo —3L3
t = 2 L3—Lo t = 2 Lg
Ce systeme échelonné est compatible et admet pour inconnue secondaire z. On pose z = A.
T=—A\
(S2) & qy=—-5+2A
t=2

L’ensemble des solutions de (S2) est donc D = {(—=\, =5+ 2\, A\, 2) | A € R}.
D est la droite passant par le point A = (0,—5,0,2) et dirigée par le vecteur v = (—1,2,1,0).



