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Correction du test 1-a

Exercice 1.
On pose 2z =4+4+3i et 2= 1—iv3.

Donner la forme algébrique des racines carrées de z; et de zs.
S 1o . , 21

En déduire la forme algébrique des racines carrées de —.
%)

Correction :

Racines carrées de z.

On recherche les racines carrées sous forme algébrique, donc on cherche x et y réels tels
que (z +1iy)? = 21 = 4 + 3i ce qui équivaut a
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On utilise la forme polaire de zy : 20| = V4 =2 et =l =5 iy
<2
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Les racines carrées de zy sont donc s1 = /2 e = 7—27 et sg = —851 = —7—1-17.

Les racines carrées de z, sont donc vy =

Racines carrées de z,.

I
o

Racines carrées de z—;
2
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D’apres ce qui précéde — est une racine carrée de — car | — | = — = —.
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. , 21
Les racines carrées de — sont donc
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Exercice 2.
Donner sous forme polaire puis algébrique les racines troisiemes dans C de —1.
En déduire les solutions de 1'équation (z)* = —1.

Correction :
On écrit d’abord —1 sous forme polaire : —1 = €'™.

On en déduit que les racines cubiques de -1 sont :
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On note que, comme —1 est réel, les racines cubiques de —1 sont réelles ou par couple
de nombres conjugués. Ce résultat est généralisable aux racines complexes n-iemes d’un
nombre réel.

Remarque : on pouvait aussi noter immédiatement que (—1)> = —1 donc —1 est une
racine cubique de —1. L’ensemble des racines cubiques de —1 s’obtient alors en multipliant

. ‘ . ;2m ;5m ; 4m
—1 par les racines cubiques de 1 soit : —1.1 = —1 =21, —l.e'3 =¢e'3 =29 et —l.e'3 =
5 = i = 2.

Pour résoudre ’équation (E) : ()3 = —1, on pose Z = 2. On a alors z = Z.
z est solution de (E) équivaut a Z est solution de I’équation (E’) : Z3 = —1.
Comme (E’) a pour solution zy, z1 et zo on en déduit que (E) a pour solution :

1 V3 1 V3

Z_OZZQZ§—i7, 2’1:—1 6t2_2220:§+27

Exercice 3.
Soit a un réel, exprimer cos(3a) en fonction de cosa uniquement.

Correction :
D’apres la formule de Moivre : cos(3a) + isin(3a) = ¢ = (¢')* = (cosa + isina)®.

La formule du binome de Newton nous dit que pour tous nombres x et vy,
(x+y)? =23 +322y +3zy* + >
On en déduit : (cosa + isina)® = (cosa)® +3(cosa)? (isina) + 3 cosa (isina)? + (i sina)?

En identifiant les parties réelles dans la formule de Moivre, on en déduit que :

cos(3a) = cos® a — 3cosa sin®a = cos® a — 3cosa (1 — cos®a) = 4cos®a — 3cosa
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Correction du test 1-b

Exercice 1.
On pose 21 =3—47 et 2 =/3 —i.

Donner la forme algébrique des racines carrées de z; et de zs.
S 1o . , 21

En déduire la forme algébrique des racines carrées de —.
%)

Remarque : On pourra utiliser les formules suivantes :

7r_\/§+1 .o \/3—1

et sSln — =

12 22 12 22

COS

Correction :

Racines carrées de z.

On recherche les racines carrées sous forme algébrique, donc on cherche x et y réels tels
que (x +1y)? = 21 = 3 — 4i ce qui équivaut a

22—y =3 202 = 8
2wy = —4 S 22=2 rtiy=2—iouztiy=—-2+1
P +y*=y/16+9=5 20y = —4

Les racines carrées de zy sont doncry =2 — i et ro = —2 + 1.

Racines carrées de z,.
. . 22
On utilise la forme polaire de zy : |z = V4 =2 et Tl =
22

=

Les racines carrées de zy sont donc

et 89 = —81 =

x 3+1  1—+v3 —v3-1 3—-1
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Remarque : on pouvait aussi calculer les racines carrées de zo sous forme algébrique.
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On obtenait deuz racines s} =

/o /
et sy, = —s7.

4 2

V3+2  V3+1
V2o 2
\/3—1>2 4-2/3 _2-V3 . V2-VB V3ol
2 4 2 V2 2

On retrouvait alors les mémes expréssions pour s, et s, d’une part, sy et s, d’autre part.
1 ) 2

En notant que <

on en déduisait que

De meéme




Université Paris Diderot Algebre et analyse élémentaire I / 2011-2012

Racines carrées de j—;

2
s R . A . , 21 ™ (] 21
D’apres ce qui précede — est une racine carrée de — car | — | = — = —.
S1 z9 S1

. . 21
Les racines carrées de — sont donc
22
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Exercice 2.

Donner sous forme polaire puis algébrique les racines quatriemes dans C de —1.

1\4
En déduire les solutions de I'équation (—) =—1.
z

Correction :
On écrit d’abord —1 sous forme polaire : —1 = €'™.

On en déduit que les racines quatriemes de -1 sont :

s V2 AP
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29 = €14 = e ——7—27 et Za = €'\4 4 :@4:7_27

0\
On note (E) l’équation (—) =—let(E):2"=-1
z

4

En multipliant par z* les deuz membres de (E), on obtient I’équation 1 = —2z*, c.a.d.

(E7).

L’ensemble des solutions n'est pas modifié car z = 0 n’est pas solution de (E’).

Comme (E’) a pour solution les racines quatriémes de —1, les solutions de (E) sont z,
21, 29 et z3.

Remarque : on pouvait aussi effectuer le changement d’inconnue : Z =

ISE )

Exercice 3.
Soit a un réel, exprimer sin(3a) en fonction de sin a uniquement.

Correction :

D’aprés la formule de Moivre : cos(3a) +isin(3a) = e = (¢9)’ = (cosa + isina)’.

La formule du binome de Newton nous dit que pour tous nombres x et y,

(x+y)? =23 +322y +3zy* + o>

On en déduit : (cosa + isina)® = (cosa)®+3(cosa)? (isina) + 3 cosa (isina)? + (i sina)?
En identifiant les parties imaginaires dans la formule de Moivre, on en déduit que :

2 3

sin(3a) = 3cos? a sina — sin® a = 3(1 — sin?a) sina — sin®a = —4sin®a + 3sina



