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SECTION C

Correction de 'examen du 14 juin 2010

Exercice 1.
On considere les polynomes

Plx)=a"—iz’ + (143i)z" +2° —iz+1+31 et  Qz)=2"+1

1. Effectuer la division euclidienne de P par Q).

2. Déterminer les racines de Q(x) dans C.

3. En déduire les racines de P(z) dans C.

4. Factoriser le polynome P(z) dans C[X].
Correction :

1. Le calcul de la division division euclidienne du polynéme P(x) par le polynome Q(x) s’écrit :

0 —iz® +(1+30)2* 422 —ix +1+31 |2'+1
e 1° +12 r? —iz+1+3i
125 +(1+31)2d iz +1+3i
o —iz® —iz
+(1 + 3i)z* +1+ 3i
© +(1 + 3i)z* +1+ 3i
0

On a donc une premiére factorisation P(x) = (z* + 1)(2® —iz + 1 + 3i).

2. Les racines complexes du polynéome Q(x) = x* + 1 sont les racines quatriémes de —1 = '™,
Cest-a-dire 29 = €7, 21 = TT8) = T | 2y = TTM) = &7 | 2y = J(TH5) = €T

3. On calcule d’abord les racines du polynomes T'(z) = x* —ix + 1 + 3i.
Le discriminant de T est A = —1 —4 — 12i = —5 — 12i.

Calculons les racines carrées de A sous la forme x +1iy avec x et y réels. On a les équivalences :

22 —y? = -5 22 =4

(z4iy)? = —5—12i & ¢ 22y = —12 e Y¥P=9 & rtiy=2-3ioustiy = —2+3i
2 4+ y* = V169 = 13 Ty = —6

Les racines de T sont donc t; = # =1—ietty= % = —1+2i.

On en déduit que les racines de P sont zy, z1, 22, 23, t1 €t ta.

4. D’aprés les questions précédentes, la factorisation de P en polynomes irréductibles de C[X] est :

2 2 2 2 2 2 2 2
Py = (= Y2 _ 2 Y2V V2V V2 VR e -2
2 2 2 2 2 2 2 2
Exercice 2.
Dans 'espace vectoriel R3, on considere les vecteurs
u=(1,m,1), v=m,—m,—m—2), w=(m+2,m,—m) oum est un parametre réel.

On note F' le sous espace vectoriel de R?® engendré par les vecteurs u, v et w.
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1. Pour quelles valeurs de m la famille de vecteurs (u,v,w) est-elle liée ?
2. Que peut-on en déduire pour la dimension de F'?

3. Soit G le sous espace vectoriel engendré par u et v. Déterminer, selon les valeurs de m, une base
et la dimension de G.

4. Donner, selon les valeurs de m, une base et la dimension de F'.

5. On considere le systeme d’équations S suivant :

T+ my + (m+2)z = 1
mx — my -+ mz =
r — (m+2y — mz = 1

Pour quelles valeurs de m, le systeme S admet-il au moins une solution ? Y-a-t-il alors unicité
de la solution ?

Correction :

1. Soient x, y et z des réels quelconques vérifiant xu + yv + zw = 0.
On échelonne ce systéme d’inconnues x, y et z par la méthode du pivot de Gauss :

r + my + (m+2)z = 0
mx — my + mz = 0
r — (m+2)y — mz = 0
r + my + (m+2)z = 0 Ly
& — mm+1)y — mim+1)z = 0 Ly—mlL,

— 2m+1)y — 2m+1)z = 0 Ly—1Iy

z + my = 0 I,
y + (m+1)z = 0 —L3/2
0 = 0 Ly—%Ls
Pour toute valeur de m, ce systeme homogene échelonné a au moins pour inconnue secondaire
z donc la famille (u,v,w) est liée.
On pouvait aussi constaté immédiatement que pour tout m, w = 2u + v, ce qui implique que la
famille (u,v,w) est liée.
2. FCR? = dimF < 3.
Comme F' est engendré par la famille de 3 vecteurs (u,v,w), dim F =3 = (u,v,w) est libre.
Donc par contraposée, dim F' < 2 car (u,v,w) est liée.
3. G est engendré par 2 vecteurs, il est donc de dimension 0, 1 ou 2.
1l n’est jamais de dimension 0 car pour tout m € R, u est non nul.
On en déduit que G est une droite si u et v sont colinéaire, un plan sinon.
Etudions pour quelles valeurs de m, u et v sont colinéaires.
Siu et v sont colinéaires alors leurs coordonnées (uy, ug, ug) et (vy,ve,v3) dans la base canonique

sont proportionnelles, or uy = ug = 1 donc (uy,ug, ug) proportionnel a (vy,vq,v3) implique
v1 = w3 cad m = —m — 2 qui équivaut a m = —1.

Inversement, si m = —1, alorsu = (1,-1,1) = —v

On en conclut que :

-sim = —1, G est une droite. Son vecteur directeur est alors v = (1,—1,1).

- sim # —1, G est un plan et admet pour base les vecteurs (u,v) ou mieuz (u,v’) avec v' =
e = (1,0,-1).



4.

oy

En reprenant les résultats des dewr questions précédentes, on peut distinguer 2 cas :

-Sim#E -1, dimF <2, GCF et dimG =2 donedim F =2 el FF=0(G.

F est le plan de base (u,v) ou micur (u,v') avee v/ = 2% = (1,0, —1).

-Sim = ~1.w = (1L,-11) = u done F' = G et F est la droite de vecteur directeur
w=(1,-11).

On peut résoudre le systéme mais il est plus rapide d'utiliser les questions précédentes.

On note b le vecteur (1.2, 1).

Le systéme & s'écrit xu + yv + zw = b

S admet des solutions si el seulement si b est engendre par (v, v,w) coad b e F.

- Sim = —1, F est une droite de vecteur directeur w= (1, =1, 1). Comme b n'est pas colinéaire
i u., & n'admet pas de solution.

- Sim # =1, F est le plan de base (u,v"). On recherche done des réels A et p tels que
(1.2,1) = (A+p.mAA —p) cad

Adpu=1 =10
mA=2 & A=1
A—pu=1 =2

Conclusion : le systeme 8 admet des solutions si et seulement sim = 2



