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Corrigé

Exercice 1.

Soit n € N tel que 1 < n < 9. Appliquons les opérations successives énoncées : nous obtenons d’abord 3n, puis
3n+ 3 et enfin 3(3n+3) =9n+ 9 =9(n + 1) qui est un multiple de 9. Appelons m = 9(n + 1) et s la somme des
chiffres de m, qui est le résultat final recherché. Notons au passage que 1 <n < 9 implique que 2 <n+1 <10 et
donc 18 < 9(n + 1) < 90, lentier m a bien exactement deux chiffres comme le suggere ’énoncé.

On sait avec le critere de divisibilité par 9 qu’un entier est multiple de 9 si et seulement la somme de ses chiffres
est un multiple de 9, s est donc un multiple de 9. Par ailleurs, les inégalités précédentes nous indiquent les valeurs
possibles pour m : m € {18,27, 36,45, 54,63, 72,81,90}. Dans tous les cas, la somme des chiffres de m est la méme :
s =9 (et pas un autre multiple de 9 comme par exemple 18).

Remarque : on voit que 'on aurait pu inclure aussi n = 0, mais pas n = 10!

Bonus : Critére de divisibilité par 9.
k

Soit n € N un entier décomposé en base 10 : n = Zai x 10%, avec k € N, a; € N pour tout 0 < i < k (et
i=0

éventuellement ay # 0).

k
Comme 10 = 1[9], alors pour tout 0 <i < k, 10' = 1* = 1[9] et n = (Z ai> [9]. Ainsi, n est un multiple de 9 ssi
i=0

k
n = 0[9] ssi Z a; = 0[9] ssi la somme des chiffres de n est un multiple de 9.
=0

Exercice 2.

1. Pour trouver le PGCD de 1544 et 362, on peut par exemple utiliser I’algorithme d’Euclide, ou bien utiliser
la décomposition en facteurs premiers de ces deux entiers et trouver leur plus grand diviseur commun.

2. Puisque nous devons également trouver les entiers a et b demandés, utilisons 1’algorithme d’Euclide étendu.

m u v n u’ v (q)
1544 1 362 0 1 4
362 0 1 96 1 —4 3

96 1 —4 74| =3 13 1

74 -3 13 22 4 —17 3

22 4 —17 8 | —15 64 2

8 —-15| 64 6 34 | -145 | 1

6 34 | —145| 2 | —49| 209 3

2 | —49 200 | 0| /| / |/

Détaillons le premier calcul : la division euclidienne de 1544 par 362 donne 1544 = 4 x 362 + 96. A I’étape
suivant, nous avons donc : m =362, u=0,v=1etn=96,u'=1—-4x0=1,v =0—-4x1=—4.

On continue ensuite avec 362 = 3 x 96 + 74 etc.

Conclusion : nous obtenons PCGD(1544,362) = 2, a = —49 et b = 209, ce qui donne —49x1544+209x362 = 2.
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Exercice 3.

1. Soit n € N. Ecrivons n comme combinaison linéaire de n? et 2n + 1. On a n(2n + 1) = 2n% + n, ou encore
n=nx (2n+1) — 2 x n?. Ainsi, pour tout d € N, si d divise n? et 2n + 1, alors d divise toute combinaison
linéaire de ces deux entiers, en particulier d divise n, et ceci est vrai quel que soit n € N.

2. Soit d € N un diviseur commun & n? et 2n + 1. Alors d divise n d’apres la question 1, d est donc un diviseur
commun a n et 2n + 1.

Comme & la question 1, on peut écrire une combinaison linéaire de net 2n+1:1x 2n+1) -2 xn = 1.
On en déduit que d doit aussi étre un diviseur de 1, et comme d est positif, d = 1. Le seul diviseur positif

commun & n? et 2n + 1 est 1, c’est donc que leur PGCD vaut 1 et que ces deux nombres sont premiers entre
eux.

Exercice 4.
1. Notons w = 4 + 4i/3 = 4(1 4 i/3).

w| = |41+ iv/3)| = [4]]1 +iv3| = 4\/12 + V3 = 4yT+ 3 =38.

Soit # un argument de w (w # 0). Alors on a :

Re(w) 4 1
= — 7" ==
cos ol 5= 3
. Im(w 4/3 V3
sinf = =—=—
|w] 8 2

On a donc § = 1[271'] et w=4de’s .
3
2. Chaque nombre complexe admettant exactement n racines n-iemes, il y a donc trois solutions a trouver. Une
premiere solution zg est donnée par zg = We% =27 .
On trouve ensuite I’ensemble des solutions en multipliant par les racines 3-iemes de I'unité, ce qui donne pour
k=0,1,2: 2z, = zoe%, c’est-a-dire :

i
zg= 2e9
in  2iw (142 Tim
z1= 2e9e’3 — 267(35+3) — 207
in  diw (144 136w
29 = 2e9e 3 — 2¢i7(3+5) — 9%

3. Voir la figure suivante (figure 1) :

w

13im

2e9

-3t

FIGURE 1 — Exercice 4 question 3.
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Exercice 5.

2ikm

1. Les solutions de '’équation z® = 1 sont les 5 racines 5-iémes de 1'unité : z; = exp ( > Voir le schéma de

la figure 2.

201

15¢

0.0

-20 -15 -10 -05 00 0.5 10 15 2.0

FIGURE 2 — Exercice 5 question 1.

2. On a pour tout 0 < k < 4, z sz.
3. En reconnaissant la somme des 5 premiers termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison

E#1,0na

! 1-¢ 1-1
E I _ _ —
z:0§_1 5_1 -

car ¢ étant une racine 5-ieme de l'unité, £° = 1.

4. Les solutions de (*) sont zg = £ = 1 et les 2 = &8 pour 1 < k < 4. Ecartons zg = 1. On a vu a la question
4

précédente que pour £ = 21, Z € =0, c’est-a-dire que € est une racine du polynéme X4+ X3+ X2+ X +1.

=0
4

1— (€F)5 1-1
De la méme maniere, pour 1 < k < 4 plus généralement, £¥ # 1 et Z(fk)l = (&) =
1=0 L-¢k ¢
puisque (£F)° = 22 = 1. Ainsi, pour 1 < k < 4, z;, est une racine du polynéme X* + X3 + X2 + X + 1, qui
compte exactement 4 racines comptées avec multiplicité dans C (et nous venons de les donner).
En conclusion, les solutions de ’équation (*) sont bien z = 1 et les racines du polynome X4+ X3+ X2+ X +1.
2r 8w

5. £l = (62”/5)_1 = e~ 27/5 Comme -5 = ?[Q’ﬂ, on a bien £71 = e397/5 = AX2im/5 — ¢4

On peut procéder de la méme maniere pour £2. Montrons une autre méthode. €% = ¢2 x ¢3 = 1 d’ou, en
inversant la relation, £72 = &£3.

=0,

6. Calculons :

Wt a—1=(E+EN)2 e+ 1= 426 62 e+ 1=+ 8482 +¢+1=0
oYY

B4 B—1=(@+& )+ +¢ - 1= +282 2+ ¢ 1@+ 2 1=+ 8+ +€6+1=0
¥ =

En effet, puisque €1 = €%, on a également £~ = £. De plus, le polynéme X2 + X — 1 admet exactement
deux racines comptées avec multiplicité dans C. Les racines de ce polynéme sont donc « et (3.
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7. Remarquons que & = e~ 27/5 = ¢=1,

On adonc a =&+ 71 = ¢+ & =2Re(€) = 2cos (2;)

_ _ . 4
Par ailleurs, 8 = &% + 72 = €2 4 ()2 = €2 4 €2 = 2Re(¢?) = 2Re (e2*%™/5) = 2 cos <;)
. Calculons d’une autre maniere les racines de X2 + X — 1. Ce polynéme a pour déterminant A = 12 — 4 x
: o . ~1-5 —1+v5
1x (=1)=5>0. Il admet donc bien deux racines réelles données par z; = — et 19 = ——, qui

correspondent & a et 5. On a d’une part z; < z2, et d’autre part § < « (en s’appuyant sur la figure 2 par
exemple, ou encore par décroissance de la fonction cosinus sur Uintervalle [0, 7] qui contient 27/5 et 47/5).

On en déduit donc que oo = x5 et 8 = x1, et avec le résultat de la question 7 on a :

(27r> za —14++5
cos = =

2 4
Ccos 4—71- = E——l—i—\/g
5 /) 2 4

Exercice 6.

1.

2.
3.

Utilisons par exemple la formule de Sarrus :
det(M) =1x3x(—6)+2x1x14+(—-1)x2x4—(—-1)x3x1-2x2x(—6)—1x1x4 = —184+2—-8+4+3+24—4 = —1

det(M) # 0 donc M est inversible.

1 2 —-1(1 0 O Ly — Ly — 2Ly 1 2 -1 1 0 0
Lg — Lg — L
23 1|01 0|7 =" -1 3 |-2 10
1 4 -6|0 0 1 0 2 —-5|-1 01
. . 1 2 —-1]1 0 O Lol 1 2 —-1] 1 0 O
225kl g1 -3 2 —1 0 |MEl o1 3|2 -1 0
0 2 -5|-1 0 1 00 1|5 2 1
Ly — Ly + Lg 1 2 0| -4 2 1 1 0 0 22 -8 -5
Loy — L L4 —
prlatta g 1 013 5 3 | 01 0| -13 5 3
00 1| -5 21 0 0 1| -5 2 1
22 -8 =5
L’inverse de M est donc M~' = | -13 5 3
-5 2 1
T a
. Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle comme M | y | = | b |. La matrice M étant inversible, alors
z c
x a
quels que soient les réels a, b et ¢, ce systéme admet une unique solution donnée par |y | =M1 | b
z c
T 22 -8 =5 a 22a — 8b — 5¢
. Le calcul matriciel donne [y | = | —13 5 3 bl =1[-13a+5b+ 3¢
z -5 2 1 c —ba+2b+c
. Dans cet exemple, il suffit de remplacer a =b=c =1, ce qui donne x =9, y = -5 et z = —2.

Exercice 7.
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1. Détaillons le calcul pour A2.

1 0 1 1 0 1 1x140x04+41x0 I1x04+0x(-2)+1%x0 1x1+0x0+1x3
A*=(0 =2 0|x|0 -2 0] =[0x1-2%x040%x0 0x0—-2x(-2)+0x0 0x1—-2x0+0x3
0o 0 3 0 0 3 0x1+0x0+3x0 0x0+0x(—-2)+3x0 0x14+0x0+3x3

A% =

OO =
O =~ O
© O =~

Remarque : Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure, on
sait donc que les coefficients en position (2,1), (3,1) et (3,2) sont nuls.

Preuve : Soient A = (ai;)1<s,j<n €t B = (Bij)1<i,j<n deux matrices triangulaires supérieures, c’est-a-dire que
Qij = bij =0si7>j. Notons C = (Cij)lgi,jgn le produit C = AB.

Soient 1 < 4,5 < n tels que 7 > j. Montrons que ¢;; = 0.

n 1—1 n
On a ¢;; = Zaikbkj = Z aix brj + Zaik brj = 0. En effet, pour 1 < k <i—1,4% > ki et A étant
k=1 k=1 k=i o

triangulaire supérieure a;; = 0. De méme, pour i < k < n, puisqu’on a i > j alors k > j et by; = 0.

Pour les puissance suivantes, on calcule

1 0 4 1 0 1 1+0+0 04+0+0 140412 1 0 13
A*=A’A=(0 4 0| |0 -2 0= 0 -8 0+0+0 | =(0 -8 0
0 0 9 0 0 3 0 0 27 0 0 27
et
1 0 13 1 0 1 1 0 40
At=434=[0 -8 0 0 -2 0|=(0 16 O
0 0 27 0 0 3 0 0 81
2. On conjecture que pour tout n € N* :
1o A
A"=10 (=2) 0
0 0 3"

Expliquons d’otu vient cette conjecture, notamment le coefficient (1, 3), en regardant les opérations successives
que nous avons effectuées pour ce coefficient. Pour le calcul de A2, ce coefficient était donné par 1x14+1x3 = 4.
Pour le calcul de A% = A% A, nous avions 1 x 1 +4 x 3, mais ce 4 venait lui-méme du calcul précédent, c’est-
a-dire 1+ (1+ 3) x 3, développé en 1+ 3 + 3% = 13. Enfin, pour le calcul de A* = A3A, nous avions de méme
1 x 1413 x 3, c’est-a-dire 1+ (143 +32%) x 3 =1+ 3 + 3% + 3% = 40. 1l semble donc que le coefficient (1, 3)

i 1-3" 371
A™ vaille 1 ”=§ k= =
de vaille 1 + 3 + +3 :03 T3 5

en reconnaissant une somme de suite géométrique.

Remarquons de plus que pour n = 0, cette conjecture donne la matrice identité, qui correspond bien & A°.
On peut donc étendre cette conjecture a tout n € N.

3"—1
1 o0 ¥t

3. Démontrons cette conjecture par récurrence sur n € N. Notons pour n € N, M,, = | 0 (=2)" 0
0 0 3"
Initialisation : Comme nous venons de ’annoncer, la conjecture est vraie pour n = 0. En effet, A° = I5 et
1 o ¥ 100
Mo = 0 (—2)0 0 = 01 0 = 13 et on a AO = Mo.
0 0 30 0 0 1

Par ailleurs, les calculs menés dans les deux questions précédentes montrent que pour n =1,2,3,4, A" = M,

(pour le coefficient (1,3) de A et My, on a bien 312—_1 =1).
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Hérédité : Soit n € N tel que A™ = M,,. Montrons que A" = M, ;. A?Tt = A" A = M, A par hypothese
de récurrence.

0o ¥\ /1 0 1

1
2
M'A=10 (-2) 0 0 -2 0
0 0 3" 0o 0 3
Ix14+0x0+351%x0 1x0+0x(-2)+ 5L x0 1x1+0x0+ 351 x3
= 0 O0X0+(=2)"x(-2)+0x0 0x1+(-2)"x0+0x3
0 0 OXx1+0x0+3"%x3
|
2
— 0 (_2)n+1 0
0 0 3n+1
1 0 2437+l _3
2
=10 (_2)n+1 0
0 0 3ntl
n+1l_
1 0 3 5 1
=10 (_2)n+1 0
0 0 3ntl
- n+1

Ainsi on a bien A"t = M, et la propriété est vérifiée au rang n + 1.

2
Conclusion : la propriété est vraie pour tout n € N et on a donc pour tout n € N, A" = | 0 (=2)" 0

Exercice 8.

OnaP(X)=X°+2X*+ X3 - X2-2X —1let P(—1) = (-1 +2x (=1)*+ (=1)? = (=1)? =2 x (-1) -1 =
—142—-1—-1+2—-1=0donc —1 est bien une racine de P.

Pour étudier la multiplicité de cette racine, il nous faut regarder les dérivées successives de P.
P(X)=5X*+8X3+3X2—-2X —2et P/(-1)=5-8+3+2—-2=0.

P’(X)=20X3+24X24+6X —2et P'(—1)=—-20+24—6—2=—4 #0.

—1 est donc une racine double de P et on peut factoriser P par (X + 1) = X2 +2X + 1. Posons la division.

X5 42X* 4+X3 —X? —2X —1|X? 42X +1
X% —2Xx% _Xx3
0 —-X?2 —2X -—-1]XxX3% -1

+X? 42X +1

0
On a donc P(X) = (X +1)%(X3 —1).
, 1
On sait que les racines de X® — 1 sont les racines 3-itmes de 'unité, & savoir 1, e2™/3 = 3 + 17 =:7J et
_21'71—/3 1 \/g = . . 2 . - .
e =g tiy = On a donc la factorisation dans C[X] : P(z) = (X +1)*(X — 1)(X — j)(X — j) (puisque

le coefficient dominant de P est bien 1).

Pour obtenir la factorisation dans R[X], il suffit de multiplier les termes deux & deux conjugués pour obtenir un
polynome réel. Ici, (X — j)(X —j) = X2 — (j + )X + [j]> = X2 — 2Re(j) + |j]?. Or, j = *™/3 donc |j| = 1 et

2 1
Re(j) = cos % =3 Cela donne finalement la factorisation dans R[X] : P(X) = (X + 1)3(X —1)(X? + X + 1).
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Exercice 9.

5 3
1. La suite (U,) a pour équation caractéristique r? = 7Ty dont on cherche les solutions, c’est-a-dire les
> 3 5 3 25 3
racines du polynome X? — ZX +3 Ce polynéme a pour discriminant A = (71)2 — 4 x =6 5"
25 —24 1 1/5 1 1 1/5 1 3
6 16 > 0. Il admet deux racines réelles distinctes r; = 3 <4 — 4) =3 et ro = 3 <4 + 4> ==

On sait alors qu'il existe a,b € R tels que pour tout n € N, U,, = ary + bry. Pour déterminer a et b, on
regarde les deux premiers termes de la suite.

U= a+bd
U, = ary+brey
6= a-+bd
2 4
6= a+bd
‘:’{mz 2a +3b
(Ly = Ly —2Ly) «= 4 0= at?
4= 19
— {97 2
b= 4

" 3\" 1 3"
Ainsi, on a pour tout n € N, U,, =2 x <2> +4 x (4) , que 'on peut simplifier en U,, = o1 + T
277,71 4 3n
gn—1 :

1 n n
2. Notons pour tout n € N, v, =2 <2> et w, =4 1) Les suites (vy,) et (w,) sont des suites géométriques

dont les raisons sont toutes deux comprises dans I'intervalle [0, 1], et de premier terme positif : elles sont donc
décroissantes. La somme de deux suites décroissantes est décroissante donc (U,) est une suite décroissante.
Par ailleurs, les raisons de (v, ) et (w,,) étant dans U'intervalle | — 1, 1[, chacune de ces suites tend vers 0 quand
n tend vers I'infini. Par conséquent, leur somme tend vers 0 : U, m 0.



