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La qualité de la rédaction comptera pour une part importante dans ['appréciation des
copies. Aucun document n’est autorisé. Les calculatrices me sont pas autorisées.

1. Soit f: R?® — R* définie par
flz,y,z)=(r+y+zy,x—2z 2—2).
(1) Montrer que f est linéaire.

Soit (z,y,2) € R3, (z/,1/,2') € R3, et A € R. Alors
f(A@y.2) + @y )
=fOax+2  y+y, 2+ 2)
= ()\x+m'+)\y+y'+)\z—i—z', Ny 4+, A+’ — Az — 2, Ax—l—:v'—Az—z')
= ()\(a;—i-y—i-z) + (@ +y +2), y+y, Mz —2)+ (2" = 2), )\(a:—z)—i-(:c’—z’))

=Af(z,y,2)+ f(', v, 2),

ce qui prouve la linéarité de f.

(2) Donner une base et la dimension de Ker f.
Soit (z,y, z) € Ker f. Alors
z+y+2=0, y=0, z—2z=0,

c’est-a-dire

et donc
(z,y,2) = (0,0,0).
Donc le noyau de f est
Ker f = {0R3}.
La dimension du noyau est égale a 0. Une base de {Ops} est 'ensemble vide.

(3) Donaner une base et la dimension de Im f.

Par le théoreme du rang:
dimR? = dimker f + dim im f.

Donc
3 =0+ dimim f.



On peut trouver une base de im f par exemple en examinant 'image par f des
vecteurs d'une base de R3. En effet, 'image par f d’une base de l'espace de départ
est une famille génératrice (par forcément une base) de im f.

Considérons la base {e1, e, e3} dans laquelle f est définie. On a

fler) = f(1,0,0) = (1,0,1,1),
f(e2) = £(0,1,0) = (1,1,0,0),
f(es) = f(0,0,1) = (1,0,—1,—1).
Donc I'image de f est générée par la famille
{(1,0,1,1), (1,1,0,0), (1,0,—1,—1)}.

On pourrait vérifier directement que cette famille est libre, & partir de la définition
d’une famille libre. Mais c’est une famille génératrice de 3 vecteurs dans un espace
(im f) de dimension 3: c¢’est donc une base.

(On a utilisé plus haut le fait qu’une famille génératrice G C E formée de n
vecteurs est automatiquement libre si 'espace E est de dimension n. En effet, si
ce n’était pas le cas, alors on pourrait extraire une famille libre £ de cette famille
génératrice, de sorte que la famille £ soit encore génératrice. La famille £ serait
alors une base, mais son cardinal est inférieur a n: contradiction. Donc la famille G
est libre.)

(4) Donner une base et la dimension d’un supplémentaire de Im f.

L’image est de dimension 3 dans R*. Donc tout supplémentaire S de 'image est
de dimension 1, puisque si S est un supplémentaire de im f, alors

imf @S =R,
et donc
dimim f 4+ dim S = 4.
Comme im f est de dimension 3 dans R%, c’est un hyperplan de R*. Donc tout
vecteur qui n’appartient pas a im f génere un supplémentaire de im f. On observe
que (0,0,0,1) n’appartient pas a I'image de f, puisque pour tout (z,y,z) € R3, la
quatrieme composante de f(z,y, z) est égale a sa troisieme composante. Donc

Im f @ vec {(0,0,0,1)} = R*%.

2. Soit & 'espace vectoriel des suites réelles. On considere ’ensemble R défini par
R={u=(un)nen €S, VN >0, tpia=2(tns1 +uy)}
(1) Montrer que R est un sous-espace vectoriel de S.
Soit (up) € R, (vp) € R et X € R. Alors
AMup) + (vn) = (Aup, + vy).



Il s’agit donc de vérifier
VneN, AMpio+ Unio = 2(Mipt1 + Unt1 + Ay + vp).
Mais I’égalité ci-dessus est vraie, puisque
Mo = 2X\(Upy1 + Up), et vpiro = 2(Vpr1 + vp)-

Donc R est un sous-espace vectoriel de S.

(2) Formuler une condition, portant sur a € R, pour que la suite (a™),eN appartienne
aR.

Soit (a™) une suite qui appartient a R. Alors
a"? = 2(a" + a"), VneN.

Si a = 0, alors la suite (a™) est la suite nulle, et appartient & R. Sinon, a # 0, et en
simplifiant par a”, on trouve

a’—2a—2=0.

On résout ’équation du second degré:
1
ar = (2 (4+8)"7).

Donc on trouve

ae{0, 1-+v3, 1+V3}

(3) Donner une base et la dimension de R.
Soit U € R la suite définie par
Up=1, U; =0, Upya=2Un41+U,), VneN.
Soit V' € R la suite définie par
Vo=0, Vi=1, Voia=2(Vpy1+ V), VneN.
Alors pour tout u € R, on a
(1) u=uoU +u V.
En effet:
e pour n=20:
ug = ugUp + u1 Vo, car Up=1et Vj=0.
e pourn=1:

up = uglUq + w1 V7, car Uy =0et V] =1.



e supposons par récurrence avoir u,, = uoUn, + u1V,, pour tout m < n, avec
n > 2. Alors

Unt1 = 2(Up + Up—1),

et on utilise I’hypothese de récurrence au rang n et au rang n — 1 :

Unt1 = 2(upUy, + u1Va) + 2(uoUp—1 + 1 Vi—1),
et donc

Uny1 = 2uo(Up + Up—1) + 2u1 (Vi + Vim1),
et par définition des suites U et V :
Upt1 = UoUpy1 + 2u1 Vg,
ce qui acheve la récurrence et donc la vérification de (1).
On vient de vérifier que la famille {U, V'} est une famille génératrice de R.

Par ailleurs, cette famille est libre car de A\U+pV = 0 on déduit A = 0 en évaluant
pour n = 0, puis on déduit g = 0 en évaluant pour n = 1.

Donc R est de dimension 2 et une base est {U, V}.

3. Soit a« € R, 3 € R et (e1, €2, e3) une famille de vecteurs de R? définie par
e1 = (1L,a,0), ex=(a,[,0), e3=(a,1,p).
(1) Donner une condition, portant sur a et B, pour que la famille (e, es, e3) soit libre.
On se donne A1, A2, A3 € R tels que Y ; A\je; = 0. Clest-a-dire

A+l + a3 =0,
(2) aXi + BAz + A3 =0,
B3 = 0.

Premier cas: B = 0. Le systéeme (2) devient un systéme de deux équations
{ AL+ a(A2 + A3) =0,
al + A3 =0.

C’est-a-dire
al + A3 =0,
(1 — a2)/\1 + aly = 0.
Si o # 0, alors on a A\3 = —a\; et Ao = —a~ (1 — a?))\, et on trouve donc des

solutions (A1, A2, Az) # (0,0,0), si bien que la famille n’est pas libre. Si « = 0, alors
eo = 0 et la famille n’est pas libre.

Deuzxiéme cas: B # 0.



Alors A3 = 0 et le systeme (2) devient
A+ aXy =0,
{ a1 + B = 0.

C’est D'intersection de deux droites dans R?. Il existe une unique solution si et
seulement si les deux coefficients directeurs ne sont pas égaux, c’est-a-dire

B#a’.
Donc (e1, ez, e3) est libre si et seulement si

B#0 et fB#a’

On suppose, dans cette question et toutes les suivantes, que la famille (e1, ez, e3) est
liée. Trouver eq, en fonction de o et 3, tel que (ey,ea,eq) soit une base de R3,
D’apres la question 1, la famille (e, e, e3) est liée signifie soit 3 = 0 soit 3 = a?.

Premier cas: § = 0. Si a = 0 alors es = 0 et ey ne peut faire partie d’aucune
base. On suppose donc o # 0. Alors e; = (1,,0), e2 = (,0,0) et e3 = (v, 1,0).
On voit que e4 = (0,0,1) convient: la famille (eq, e2, e4) est une base de R

Deuzi¢me cas: 8 # 0. Alors comme (ey, ea, e3) est liée, on a B = a? # 0, et donc
€2 = aeq, et donc (eq, ez, e4) est une famille liée pour tout ey.

Conclusion. 1l est possible de trouver un tel e4 seulement si 5 = 0 et alors
eq = (0,0,1) convient.
Soit P le sous-espace vectoriel de R® défini par

pP= {(av,y,z) eER?, ar+fy+z= 0}.

Donner une base de P.

On passe par une représentation paramétrique de P :

P ={(z,y,—az — By) € R3, (z,y) ERQ}.
Alors (z,y) = (1,0) puis (z,y) = (0,1) donne deux vecteurs de base de P :
P =vect{(1,0,—a), (0,1,—0)}.

La dimension de P est 2.

Donner une base de P + vect (e, ez, €3).

On suppose encore que la famille (e, eq,e3) est liée. Donc 8 = 0 ou 8 # 0 et
B =a’

Premier cas: [ = 0. Alors P = vect {(1,0, —a),(O,l,O)}. Si a # 0, alors P
contient le vecteur e4 de la question (2). Donc alors P + vect (e, ea,e3) = R3. Si
a =0, alors P C vect (e1, €2, e3) et donc une base de P+ vect (e1, ez, €3) est (e, e3).

Deuzi¢me cas:  # 0. Alors 8 = a? et e; = aey. Donc P + vect (e1, e2,e3) =
P + vect (e1, e3). Le vecteur e; appartient a P si et seulement si

a+a®=0, a#0,



qui n’a pas de solution réelle. Donc e; ¢ P. Comme P est un plan dans R3, le
vecteur e; génere donc un supplémentaire de P. Donc P + vect (eq, ez, e3) = R3.
Calculer la dimension de P N vect (e, ez, e3).

On peut utiliser la formule de la dimension:

dim (P N vect (e1, eg, 63))
= dim P + dim vect (eq, ez, e3) — dim (P + vect (ey, ea, €3)).
Comme on suppose encore (e, ez, e3) liée on a ici dim vect (e, ez, e3) = 2. Donc
dim (P Nvect (e1, e, €3)) = 4 — dim (P + vect (e1, e2, €3)).

On revient a la question précédente: on a vu que la somme P + vect (e, €9, e3) était
cgale & R? sauf si o = 3 = 0, auquel cas cette somme est de dimension 2.

Conclusion. Si a = =0, alors dim (P N vect (eq, eg, 63)) =2 etsiB=a’#0,
alors dim (P N vect (ey, ea, 63)) =1.



