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ALGEBRE LINEAIRE.

Matrices. Calcul matriciel. Matrice d’une application linéaire.

Exercice 3:

On considere la matrice

o O = O
O = OO
_— o O O
oS O O

ou a est un parametre réel.
a) Calculer A*.
b) Montrer que A est inversible si et seulement si a # 0.
¢) On suppose a # 0. Calculer A~ puis A" pour tout entier n € Z.

Indications. On sait que
A= A3 A= A% A2 = Ax A3

puisque la multiplication des matrices est associative. Or

000 a\ /000 a 00 a0
pe_|tooolfrooo)_[oo0o0a
“lo1o0o0|llo1o0oo0o|l 1000

0010/ \oo01o0 0100

d’oil
00 a0\ /00aod0 a 00 0
s 2. 2 000 allo0o0al [0ao0o0]|
A=AA=110 g 0 0lli000l=00a of=d:
0100/ \o100 000 a
On remarque enfin que
00 a0\ /000 a 0a 00
s o . |oooalft000] [00ao0
A=A A=10 g0 0llo100]l= o0 0 a
0100/\0oo010 1000

donc A3 n’est pas nulle.

Sia=0,on voit que A* A% = A* = 0 . Donc A est une matrice diviseur de 0 .
Elle ne peut étre inversible. Si a # 0 , on voit que

A * (1143) = <1A3) x A=1dy .
a a
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Bref A est inversible et son inverse est
1

A7l =243 .
a
Donc
0100
1 0010
A7 = 0 0 01
i 0 00

On peut retrouver ce résultat en remarquant que A est la matrice de passage de
la base canonique a la base

Ji=e; fa=e3; fa=eset fy=ae
soit .
61:5f4; e2=f1;e3=faetes=f3.
Si l'on pose n = 4m+poup=0,1,2 ou 3 et m est un entier relatif (on considere
n modulo 4), on a
A" = AP — (A4)m AP = g™ AP
puisque A* = ald, . Bref

000 a 0 0 0 qmt!
1000 a0 0 0
dm _ .m .oA4dm+l . om _
AT =a"dg 5 A ““ o100l lo a 0 o0
0010 0 0 a™ 0
et
00 a0 0 0 a™' 0
000 a 0 0 0 amt!
Im+2 _ m _
A 1000 la 0 o0 0
0100 0 a™ 0 0
et enfin
0 a 00 0 a 0 0
00 a0 0 0 a™ 0
dm+3 _ . m _
A " 1ooo0oal "o 0o o artt
1000 a0 0 0

Exercice 5:

Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

100
A=(0 1 0
31 2

Indications. Commencons par chercher les matrices B telles que

AxB=BxA.
On posera
a b c
B=|d e f
g h i
2/4
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Alors on cherche B telle que

100
10
1 2

>0 o
S 0
W O =
_— = O
N OO

0
3

Q Qe

>0 o

S0
I

Q Qe

soit
a+3c b+c 2c

d+3f e+ f 2f
g+3i h+i 2i

a b c
d e f =
3a+d+2g9 3b+e+2h 3c+ f+2i

d’ou le systeme
= a+3c

= b+ec

= 2c c — 0

00 QO R

d+3f
e+ f &
2f

f
3a+d+g
3b+e+h

da+d+29g = g+
3b+e+2h = h+i
(Bc+f+2 = 2

Il s’agit donc de matrices de la forme :

a b 0
B = d e 0
3i—3a—d 1—3b—e 1

On vérifie que

a b 0
BA = d e 0
3—3a—-d+3i i—3b—e+i 2

a b 0
et AB = d e 0
3a+d+6i—6a—2d 3b+e+2i—6b—2e¢ 2i

Notons que 'on peut raisonner ”par bloc” :

e LG
)

Or on peut poser

Ici D est une matrice 2 %2 , C' une matrice colonne a 2 lignes et L une matriceligne

a 2 colonnes. Alors
0 {0
(o) | erilo) )

w [ L@
k(3 2)D+2L | (3 2)C’+2z’)

\a | o)\l
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soit

AB—/ Z | ¢ )

_k(B 2)D+2L | (3 2)0+2¢) |
oo (21 (2 L)) e L2l
k(?) 2) | 2) (L+i(3 2) | (3 2) <8>+2@~)

(D+C (3 2) | 2C\

sy )

On voit donc que la matrice (colonne) C' doit étre nulle et que la matrice (ligne)
L doit vérifier

L | i

soit

(3 2)D+2L=L+i(3 2)
o L=i(3 2)—(3 2)D.
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