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ANALYSE.

1. Limites et continuité.

Exercice 1:

Soit n un entier naturel non nul. On définit f, comme la fonction linéaire par
morceaux telle que

. 1
0 81:15<??1
fulx) =4q1 six:%

Donner une expression de f,(z) pour toutes les valeurs de x . Ou cette fonction
est-elle continue ?

On définit alors f par f(z) = 0siz ¢]0,1] et f(z) = fu(z)siz € [#1, 1] . Est-elle
continue en 07

Exercice 2:

Soit f la fonction qui vaut 1 sur tous les nombres rationnels et 0 sur tous les nombres
irrationnels. Est-elle continue en un point de R?

Exercice 3:

On souhaite déterminer toutes les fonctions continues de R dans R qui vérifient
V(z,y) € R? f(z +y) = f(z) + fy) .

a) Montrer que Vn € Z f(n) =nf(1) ;

b) Montrer que Vr € Q f(r) =rf(1) ;

c) En déduire que Vo € R f(z) = xzf(1) .

d) Montrer que cette conclusion demeure si 'on suppose seulement que f est
continue en 0 .

2. Dérivabilité. Dérivabilité d’ordre supérieur.

Exercice 1:

Soit f la fonction qui vaut 1 sur tous les nombres rationnels et 0 sur tous les nombres
irrationnels. On introduit g telle que g(x) = 2 f(z) . Montrer que g est continue et
dérivable en 0 . Montrer que g(z)/z? tend vers 0 si z tend vers 0 . La fonction g
est-elle deux fois dérivable en 07
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Exercice 2:

Soient 0 < a < b deux nombres réels strictement positifs. Soit f une fonction
continue sur [a,b] & valeurs dans R . On suppose que f est dérivable sur |a,b[ et
vérifie f(a) = f(b) = 0 . Montrer qu'il existe un réel ¢ dans I'intervalle |a, b[ tel que
que la tangente au graphe de f en c¢ passe par lorigine (on pourra considérer la
fonction x +— @)

Exercice 3:

Montrer que la dérivée
— d’une fonction paire est une fonction impaire ;
— d’une fonction impaire est une fonction paire;;
— d’une fonction périodique de période T est périodique de période T .

Exercice 4:

a) Soit f une fonction définie et continue sur I'intervalle [a,b] . On suppose que
f est dérivable sur |a,b[ . Montrer, a 'aide du théoreme des accroissements finis,
que, si la dérivée f’ admet une limite r lorsque = tend vers a a droite, la fonction f
admet une dérivée a droite en a égale a r .

b) Montrer que la fonction z — /2 sin (z) admet une dérivée a droite en 0 .

Exercice 5:

On considere la fonction

—In(1+x).
-1+

Montrer qu’elle est monotone sur [0, +00[ et en déduire I'inégalité

x
i 0 —— <In(1 .
T > x+1<n( + )

Exercice 6:

Vérifier que, pour tout z > 0, on a
72
ZL‘—?<IH(1+ZL‘)<ZE.

Exercice 7:

a) Soit f une fonction dérivable de |a, b] dans R . On suppose que
Vo €la, bl a < f'(z) < .

Montrer que
z<y=oaly—x)<fly)—flz)<Bly—xz).

b) Montrer que

(1)

Vi>0: 1<\/1+x<1+%;

(2)

x  x? x
Ve >0 ; 1+§—§<\/1+[E<1+§.
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Exercice 8:

Soit z un réel appartenant a l'intervalle [—7, 7] .
a) Montrer qu’il existe un unique 6 appartenant a |0, 1] tel que
23
sin (z) = x — - s (0x) .

b) Trouver la limite de # lorsque x tend vers 0 (on pourra utiliser la formule de
Taylor-Young a l'ordre 5 pour la fonction sin (z)).

Exercice 9:

a) Vérifier que
1
V1422

Vo > 0 Arctan (1/x) = g — Arctan(z) et Vo € R cos (Arctan(z)) =

b) Pour tout entier n , on pose
gn(x) = (=1)" ! (n — 1)! sin” (Arctan(1/z)) sin (nArctan(1/z)) .

Montrer que
Vn>1,Yz >0, g,(z) = Arctan™(z) .

c) Comparer g,(z) et Arctan™ (z) lorsque n > 1 et x <0 .

d) Montrer que, pour tout entier n > 1, la fonction Arctan(x) admet une dérivée
n-ieme en 0 que 'on calculera.

e) Ecrire le développement de Taylor-Mac Laurin de la fonction Arctan(z) a
I’ordre n au voisinage de 0 .

Exercice 10:

Soit la fonction f,(z) = (z* — 1) . Montrer que sa dérivée n-itme admet n zéros
distincts appartenant a Uintervalle |-1,1] .

Exercice 11:

a) Montrer que la dérivée n-ieme de la fonction f(z) = e*" est de la forme

f(n)<x) = Py(z)e™

ou P, est une fonction polynomiale de degré n . Etablir une relation de récurrence
entre P, P/ et P, .
b) Montrer par récurrence que, pour tout n > 1 et tout x réel,

Poii(x) 4+ 22P, () + ayPyq(x) =0

ou «,, est un nombre entier que ’on déterminera.
c) En déduire une relation entre P,, P! et P”,, .
d) En posant P, = ap + a1z + ... + a,z™ , déterminer explicitement P, .

2

3. Recherche de zéro.

Exercice 1:

Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1] a valeur dans [0, 1] . Montrer qu’il
existe un élément z dans [0, 1] tel que f(z¢) = z{ pour tout entier n > 1 .
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Exercice 2:

On considere 'équation x — cos (%) =0 (n > 1). Déterminer le nombre de solutions
de cette équation. On appelle x,, celle de ces solutions qui est (strictement) positive.
Quelle est la limite de x,, lorsque n tend vers +o0?

Exercice 3:

On considere la fonction
fa(x) = Argsh(z) — ax
ou a est un nombre réel.
(1) Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une solution uniquesia > loua < 0.

(2) Si0 <a <1, onnote z, I'unique racine strictement positive. Montrer que
I'unique racine strictement négative est —zx, .

(3) Montrer que lim,_,o+ £, = 400 et lim, ,;- x, =0 .

Exercice 4:

On considere la fonction
fo(z) = Arcsin(z) — ax
ou a est un nombre réel.

(1) Montrer que ’équation f,(z) = 0 admet une solution unique si a < 1 ou
a>7Z.
=3

(2) Sil < a <7, on note , 'unique racine strictement positive. Montrer que

I'unique racine strictement négative est —z, .

(3) Montrer que lim, ,;+ 2, = 0 et lima_%_ Tq = 1.

Exercice 5:

Soit « €]0, 1] et = €]0, 7| . En étudiant les variations de la fonction

falz) =

sur I'intervalle |0, 7| , montrer qu’il existe un unique réel z(«) dans cet intervalle tel
que

sin (our)
sin ()

Montrer que z(a) < 7

Exercice 6:

On se donne n nombres réels a; tels que
ar < ap < ...<ay.

Montrer que I'équation

1
+...+ =0

r—a; T —a xr —ay
admet exactement n — 1 racines réelles distinctes (on pourra étudier les variations
de cette fonction).
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4. Variation et graphe.

Exercice 1:

a) Etudier les variations de la fonction

1
gl)y=|z+ 1] —-Infjz - 1] — - .
T

b) En déduire les variations de f ou

f@) = (2% — 1) In |2

1—=x

c) Etudier le graphe de f au voisinage de x =0 .

d) Faire de méme au voisinage de x =1 .

e) Montrer que f admet une asymptote oblique au voisinage de +o0o .
f) Dresser le graphe de f .

Exercice 2:

On consideére la fonction
f(z) = [th(z)"®) .

a) Quel est le domaine de définition de f? Peut-on prolonger la fonction f a R
tout entier par continuité ? Si oui, la fonction obtenue est-elle dérivable partout ?

b) Calculer la dérivée de f .

c) Etudier la limite de f lorsque x tend vers +o00 et —oo .

d) Etudier les variations de f et en dresser le graphe.

Exercice 3:

On se donne la fonction f de R dans R par

1/x .
flz) = {(Ch(m)) six#0

1 siz=0 "

a) Montrer que f est continue en 0 . Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer
1/(0) . Préciser la forme du graphe de f au voisinage de 0 .

b) Etudier les variations de f (on pourra s’aider de I’étude de la fonction auxiliaire
g(x) = zth(z) — In(ch(z))). Préciser les limites en +o00 de f .
c) Donner 'allure du graphe de f .

Exercice 4:

On considere la fonction f définie sur R™ par

fx)=2>(n(z+1) —In(x)) .

a) Calculer la limite de f en 07 .

b) Etudier les variations de f (on pourra s’aider de I'étude rapide de la fonction
auxiliiaire g(z) = 2In (z + 1) — 2In (z) — ).

c) Montrer que le graphe de f admet une asymptote en +o0o. préciser la position
du graphe de f par rapport son asymptote lorsque x tend vers 400 .



