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ALGEBRE LINEAIRE.

Quelques commentaires sur un exercice.

Exercice 1:

Résoudre le systeme linéaire suivant :

ar + y + z = 4
r 4+ by + z =3
r 4+ 2y + z = 4

(on discutera en fonction des valeurs des parametres réels a et b).

La premiere observation est que ce systeme s’écrit sous forme matricielle de la
fagon suivante :

a 1 1 T 4
1 b 1 yl =13
1 26 1 z 4
Mais on peut également 1’écrire sous la forme
1 1 a z 4
1 b 1 yl =13
1 20 1 x 4

en échangeant 'ordre des variables pour tenir compte du fait que tous les coefficients
de la variable z ont des valeurs indépendantes des parametres. Il est alors facile de
démarrer ’échelonnement de la matrice en retranchant aux deux dernieres lignes la
premiere ligne :

1 1 a z 4
0 b—1 1—-a yl=1-11;
0 2b—1 1—a T 0

on peut poursuivre en retranchant la deuxieme ligne a la troisieme :

1 1 a z 4

0 b—1 1—a yl=1-1

0 b 0 z 1
soit encore

1 a 1 z 4

0 1—-a b-—-1 z|l=1-1

0 O b Y 1

Notre matrice est alors sous une forme proche d’une matrice échelonnée. On peut

commencer la discussion.
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Soit @ = 1 et la matrice devient

11 1 z 4
0 0 b—1 x|l =1|-1
00 b Y 1
Soit a # 1 et la matrice devient
1 a 1 z 4
b— 1
01 :11 x|l =1-1
0 0 b Y 1
Alors si b = 0 la matrice est échelonnée et si, b # 0 , elle devient
1 a 1 z 4
b— 1
01 & =|-1=
00 1 y z

Terminons alors la discussion en donnant les solutions lorsqu’elles existent. En
procédant du général au particulier, on voit que :

Sia#1etb+#0,onamontré que le systeme initial était équivalent au systeme
suivant :

1 a 1 z 4
b—1 1
Ol =zl ={"1]:
00 1 y z
soit encore
z+ar+y = 4
b—1 _ 1
THiSY T T
) = b
cela signifie que I'on a une solution unique. Calculons-la.
zt+ar+y = 4 y = :
b—1 _ 1 _ 1 b—1 1
THImY = T 9 \Y T Tia T i-ab
Y = % z = 4d—ar—y

soit encore

=
=

z+ar+y = 4 y = b y = b
b=1 - __1 r = 2b—1_ T = 2b—1
S B e < b((zabill)) < bga31)2 1
— a(26— 1 — ab—2a+
Yy = % 2 = 4= 3 z = 4-F05

La solution est donc, dans ce cas, unique et égale a
20—1 1 2ab — 2a + 1 2b—1 1 2ab—4b+ 2a —1
77 aN) 10 4 - T 1/ N = )y 7
bla—1)"b bla—1) bla—1)"b bla—1)

Sia#1etb=0,onamontré que le systeme initial était équivalent au systeme
suilvant :

1 a 1 z 4
01 ) (o] = [~
00 O Y 1

La derniere équation s’écrit donc 0 = 1 . Le systeme est donc impossible et n’admet
aucune solution.

Si a =1 alors le systeme est équivalent a

11 1 z 4
0 0 b—-1 z| =1-1
00 b Yy 1



L1 Algebre et analyse élémentaire 11 2017/2018

Comme les coefficients b et b — 1 ne peuvent étre nuls en méme temps, on sait que
le systeme sera équivalent a un systeme ou la matrice échelonnée s’écrit

1 11

0 01
0 00

Bref le systeme est de rang 2 . Mais continuons I’échelonnement en retranchant entre
elles les deux dernieres lignes (par exemple la troisieme a la deuxieme) :

11 1 z 4
0 0 —1 z]|] = -2
00 b Y 1
soit encore
1 11 z 4
0 01 T | = 2
000 Y 1—-2b

On voit alors que
soit 1 — 2b # 0 et le systeme est impossible ;
soit 1 —2b =0 (b= 3) et le systeme devient

zZ
111 _ (4 zta+y = 4 y = 2
(001) iy _(2>@{ y :2@{37:2—,2

c’est a dire que le systeme initial admet, dans ce cas, une infinité de solutions a un
parametre.
En résumé, voici le résultat :

2%-1 1 2ab—4b+2a—1
a7 letb#0 <b(a—1)’ b b(ajl) )
a#letb=0 Aucune solution

Aucune solution

a=1etb+#

N

a=letb=1| VzeR(2—2,2,2z)
On peut également présenter la discussion sous la forme

2%-1 1 2ab—4b+2a—1
aFletb#0 (b(a—l)’ X b(aj_l) >
b=0ou(a=1etb#3) Aucune solution
a=1letb=1 VzeR (2—2,2,2)




