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Tous les documents sont interdits, ainsi que les calculatrices et les téléphones portables.
Les exercices sont indépendants entre eux. Une attention particulière sera portée à la
rédaction.

1. Application du cours. On considère la partie

H = {(x, y, z, t) ∈ R4 ; x− y + z− t = 0}

de l’espace vectoriel R4 .
— Rappeler pourquoi H en est un sous-espace vectoriel. En donner la di-

mension et trouver une base de H .
— Le vecteur e1 de la base canonique de R4 appartient-il à H ? Trouver un

supplémentaire de H dans R4 .

2. Exercice 1.
— On considère la fonction

f (x) = ln (1 + x)− x .

Quel est son domaine de définition? Sur quel intervalle cette fonction
est-elle continue? dérivable? Déterminer les variations de f .

— Soit la fonction

h(x) = ln (1 + x)− x +
x2

2
.

Quel est son domaine de définition? Sur quel intervalle cette fonction
est-elle continue? dérivable? dérivable à l’ordre 2 ? Déterminer h”(x) et
en déduire les variations de h′(x) puis de h(x) .

— Déduire des deux questions précédentes que

∀x > 0 , x− x2

2
< ln (1 + x) < x .

3. Exercice 2.
Soit E = R3[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus 3 . On
considère le système formé des polynômes P1 = 2 + X , P2 = 3 − X2 ,
P3 = 4 + X3 et P4 = −2X + X3 . Ce système est-il libre? est-il générateur
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de E ? Donner une base du sous-espace F de E engendré par ces quatre vec-
teurs. Soitα un paramètre réel. À quelle condition surα ∈ R le polynôme

Q = α − X + X2 − X3

appartient-il à F ?

4. Exercice 3. On note e1 ,e2 et e3 les vecteurs de la base canonique de R3 . On
considère le système de vecteurs

{ f1, f2, f3} = {e1 − 3e2 − e3, e1 − 2e2, e2 + e3} .

— Le système { f1, f2, f3} est-il libre? Sinon, quel est son rang?
— Déterminer toutes les combinaisons linéaires nulles possibles pour ces

trois vecteurs.
On considère désormais l’application linéaire l donnée par l(e1) = f1 ,
l(e2) = f2 et l(e3) = f3 .
— En déterminer la matrice dans la base canonique.
— Quel est le rang de l ? En déduire la dimension du noyau de l .
— Trouver une base du noyau de l . On note u1 le vecteur de ce noyau qui

admet 1 comme coordonnée sur e1 .
— Trouver l’image par l du vecteur u2 = e2 + e3 puis trouver l’image par l

du vecteur u3 = e3 .
— Le système {u1, u2, u3} forme-t-il une base de R3 ?
— Si oui, donner la matrice de l dans la base {u1, u2, u3} .

Barême indicatif : Application du cours (3=2+1 points). Exercice 1 (7=3+3+2 points).
Exercice 2 (5=1+1+1+2 points). Exercice 3 (9=(2+1)+(1+1+1+1+1+1) points).
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