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Duvrée : 3 heures.

Tous les documents sont interdits, ainsi que les calculatrices et les téléphones portables.
Les exercices sont indépendants entre eux. Une attention particuliere sera portée a la
rédaction.

1. Question de cours.
Soit f une application linéaire d"un espace vectoriel réel E = R"” dans un
autre espace vectoriel réel F = R" . Enoncer le théoréme du rang pour 1'ap-
plication linéaire f . Donner un exemple d’application linéaire non nulle
dont le noyau n’est pas réduita {0} .

2. Exercice 1. On considére la matrice suivante

0 -2 0 1
0O 0 1 -3
A= -1 1 0 0
1 0 0 O

(a) Soient (a,b,c,d) des parametres réels. Résoudre le systeme
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en les inconnues (x, y, z, t) (on discutera éventuellement en fonction des
valeurs des quatre parametres a, b, ¢, d).

(b) La matrice A est-elle inversible? Si oui, calculer son inverse.
3. Exercice 2. On considere le systéme formé par les trois vecteurs
uy =(1,-1,2); up =(1,0,1) etug = (0,—1,1)
ol {e1, ez, e3} est la base canonique de R3 .

(a) Trouver toutes les combinaisons linéaires nulles de ces trois vecteurs.



(b) Soit u = (x, y,z) un vecteur quelconque de R . A quelle(s) condition(s)
portant sur (x, y, z) est-il engendré par le systeme {u1, up, u3z}?

On considére désormais I’application linéaire ¢ de R® dans R3 donnée par
ple1) = (1,-1,2); p(e2) = (1,0,1) et p(e3) = (0,—1,1)

ol {e1, ez, e3} est la base canonique de R3 .

(a) Soit u = (x,y,z) un vecteur quelconque de R> . Donner les coordonnées
de I'image de u par ¢ .

(b) Déterminer la dimension de I'image de ¢ . En donner une base et un
systeme d’équations.

(c) En déduire la dimension du noyau de ¢ et en donner une base.

(d) Noyau et image de ¢ sont-ils supplémentaires dans R3?

4. Exercice 3.
Considérons I'application linéaire L : R> — R® ayant la matrice suivante
relativement aux bases canoniques de ces deux espaces :

1 0
A=| -1 1
1 1

(a) Donner des bases du noyau et de I'image de L .

(b) L est-elle injective? surjective?

On considére désormais I’endomorphisme ® de R3 dans R® donné par la
matrice

1 0 -2
B=|-11 3
1 1 -1

(a) Déterminer I'image et le noyau de ®.
(b) Montrer que le systéme

fi = 2e1—ex+te3
fo = e1—ex+es
f3 = —2e1+5ex+e3
forme une base de R3 (ot e; , e; et es représentent les vecteurs de la base
canonique).
(c) Calculer la matrice C de @ dans la base {f1, f2, f3} -
(d) Calculer, pour tout n € N, les vecteurs ®"(f1) , @"(f2) et ©"(f3) .

Baréme indicatif : Question de cours (4 points). Exercice 1 (4=3+1 points). Exer-
cice 2 (7=[2+1]+[1+1+1+1] points). Exercice 3 (7=1+1+1+1+2+1 points).



