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Question de cours. Soit f une fonction continue sur U'intervalle [, 5] . Soient a et b des nombres
réels tels que a < a < b < . Soit enfin F' une primitive de f sur l'intervalle [, 5] . Comparer

Fet [P f(t)dt .
A quoi est égal par définition [, f(t)dt? Calculer f0_1 1dt & titre d’exemple.

Eléments de réponse. On sait que ff f(t)dt est une primitive de f sur I . C’est méme la
primitive de f s’annulant en z = a . Or deux primitives d’'une méme fonction different d’une
constante. D’out

Fla) :/xf(t)dt—i-C
mais F'(a) = 0+ C d’ou la relation
b
F)— F(a) = / F@)dt .

Par convention, si b < a , on a

/baf(t)dt:—/abf(t)dt.

—1 0
=— =[], =—(0— (1)) =—1.
/O 1dt = / ldt = —[2)°, = —(0— (1)) = -1

-1

Exercice 1. On rappelle que cos (2r) = 1 — 2sin” (z) .

1. Déterminer une primitive de la fonction sin® (z) . On précisera quel est son domaine de
définition. En déduire .
/ sin? (t) dt .
0

2. Calculer la primitive de la fonction x sin? (x) (on pourra utiliser une intégration par parties).

En déduire -
/ tsin? (t) dt .
0



Eléments de réponse.
1. On a ) ) )
/sin2 (t)dt = 5/(1 —cos (2t)) dt = i/ldt_ i/cos(Qt)dt

1
/sinz(t)dt:g—zsin@x)—FC.

La fonction dont on cherche la primitive est continue sur R tout entier. Ses primitives sont
donc définies sur tout R . On a donc

soit

T 1 ™
/0 sin? (t) dt = {g —1 sin (256)] = g .

0

2. Etudions [ ¢sin? (£)dt . On vient de déterminer une primitive de sin® (z) et il est facile de
dériver la fonction x . Aussi on peut utiliser la formule d’intégration par partie

avec u(t) =t et v'(t) = sin? (t) . Dot

/tsin2 (t)dt =z (;C - isin (2m)> - / 1% (; - isin (2t)) dt

et finalement

2 ; 2 2 ;
) x®  zsin(2z) a*  cos(2x) x®  xsin(2x)  cos(2x)
tsin? (t)dt = — - —— "2 = T 0= — - C.
/ sin” (?) 2 4 4 g 4 4 g
D’ou ) . ) )
s .
/ Fsin? (1) dt = z  wsin(2z)  cos(2z) :777_1_1_}:77
0 4 4 8 |, 4 8'8 4
Exercice 2. On considere I’équation différentielle linéaire (avec second membre)
2z
/ = — 1 . 1
V=T 0
1. Déterminer une primitive de % (préciser son domaine de définition). En déduire 1’ex-
pression des solutions de I’équation différentielle linéaire homogene y' = 1?; 7y . Donner la

solution valant 1 en x =0 .

2. Déterminer une solution particuliere de 1’équation différentielle (1)) puis donner toutes les
solutions de cette équation. Donner la solution valant 0 en x =0 .

Eléments de réponse.
1. On a

[ [
1+t ) wu

/idt:/du:1n|y|+C:1n|1+x2|+0:1n(1+x2)+0.

otu=1+¢t>.Dou

1+ ¢2 u



Soit 5
, x
= — 2
1+x2y )

I’équation linéaire homogene. D’apres le cours, ses solutions générales sont les fonctions
proportionnelles a la fonction

2t
exp (/Htht> zexp(ln(l—l—xQ)) =1422.

Y

L’ensemble des solutions de I’équation (2)) est donc formé des fonctions C(1+ 22) (ot C est
une constante réelle). Lorsque x = 0 , ces fonctions valent C' . Donc la solution cherchée est
=

On retrouve d’ailleurs facilement ce résultat en remarquant que s’écrit

d 2
/Zy:/ﬁizd“mt In(jyl) =In(1+2%)+C .

. Etudions maintenant 1’équation . On va chercher une solution particuliere avec la
méthode de la variation de la constante en posant donc ¢g(z) = 1 (z)(1 + z2) . On aura
donc

2
eh(a) = 7773 Pol@) +1
soit 9
V(@) (14 0?) + 20p(a) = s b)) + 1
et

Y (x)(1 + 22) = 1 soit ¢ (z) et ¥(x) = Arctan(z) .

T 1ta2
Les solutions générales de 1’équation sont donc
C(1 + x?) + Arctan(z)(1 + 2?) .

Cette expression vaut C' en z = 0 . Donc la solution cherchée est

x +— Arctan(z)(1 + 2?) .



