Université Denis Diderot Paris 7

PARTIEL du Samedi 13 mars 2010
Cours de Mathématiques, MI2, premiére année (L1- Info)
Les exercices sont indépendants et le baréme est indicatif. Les documents autorisés sont le
polycopié, les notes de cours et de TD. Les calculatrices ne sont pas autorisées.
Rappel. Si F, G sont deuzr sous-espaces vectoriels de E, la notation E = F & G (’espace
E est somme directe de F et G) signifie que E = F + G et FNG = {0}.
Exercice 1 (3 points)
On définit 'ensemble H = {(z,y, z,t) € R* | z + 2y — z + 5t = 0}.
1.a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel et déterminer sa dimension.
1.b) Déterminer une base de H et compléter celle-ci en une base de R*.
1.c) On introduit P le plan engendré par les vecteurs e; = (1,0,0,0) et e; = (0,1,0,0).
Déterminer la dimension et une base de 'intersection H N P.
Exercice 2 (3 points)
On définit application f : R® — R* par X — AX avec

u

v 1 2030 1

w 00140 1
X=1, et A=19000 1 1

y 00000 0

z

2.a) Déterminer la dimension et une base de 'image de f.
2.b) Parmi les vecteurs de la base canonique de R*, lesquels sont dans I'image de f.
2.c) Lorsque e; est un vecteur de la base canonique de R*, déterminer I’ensemble de ses
antécédents par l'application f.
Exercice 3 (6 points)

On désigne par B = {ej, €2, e3} la base canonique de R? et on définit I’application linéaire
f:R?®— R3 par:

fz,y,2) = (r —y+ 22,20+ 8y — z,—x — 9y + 32).

3.a) Donner la matrice A de f par rapport la base B.

3.b) Déterminer le noyau et I'image de f (on en donnera des équations et une base).
Montrer que R? = Ker(f) @ Im(f).



3.c) Soient les trois vecteurs de R? suivants :
fi=(-3,1,2), fo=(1,0,1) et f3=1(0,1,-1).

Montrer que B’ = {f1, f2, f3} est une base de R3.

3.d) Calculer les composantes des vecteurs f1, fo et f3 dans la décomposition en somme
directe R3 = Ker(f) @ Im(f).

3.e) Donner la matrice de passage P de B vers B’ et calculer P~1.

3.f) Calculer la matrice A’ de 'application f dans la base B'.

Exercice 4 (3 points)
On introduit I'endomorphisme f : R? — R? dont la matrice dans la base canonique est

11 o (10
A-(_Q 4),onnote]lamatrlce 1dent1te]_<0 1

4.a) Vérifier que A2 —5A + 61 = 0.
4.b) Montrer que R? = Ker(f — 2Id) & Ker(f — 31d).

) et Id ’application associée.

4.c) En déduire I'existence d’'une base de R? dans laquelle la matrice de f s’écrit :
2 0
5= (2 )
Exercice 5 (3 points)
5.a) Calculer un développement limité & I'ordre 4 en 2 = 0 de la fonction sin®(x) log(1 +x).
5.b) Méme question avec la fonction e + logcosz — /1 + z2.
5.c) En déduire le calcul de la limite suivante :

Y " +logcosx — V1 + 22
im )
z=0  sin®(x)log(1 + )

Exercice 6 (2 points)

On définit la fonction f(z) = %ﬁfl Montrer que la courbe d’équation y = f(z)
e graphe de la fonction admet une asymptote lorsque = tend vers +o0o, déterminer
le graphe de la foncti dmet ymptote | tend ~+o00, détermi

I’équation de cette asymptote ainsi que la position de la courbe par rapport cette asymp-

tote.



