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Exercice 1

La proposition(p ou q) = r est fausse si et seulementrsest fausse etp ou q) est
vraie. Autrement dit, elle est fausse si et seulementest fausse et 'une au moins des
propositionsp, g est vraie.

La proposition(p=—>r) et(q=r) est fausse si et seulement si 'une au moins des propo-
sitions(p==r), (q=r) est fausse. Ofp = r) est fausse si et seulement sist fausse

et p est vraie; e{q = r) est fausse si et seulement stst fausse & est vraie. On voit
donc que, pour quép = r) et(q = r) soit fausse, il faut et il suffit que soit fausse et
gue I'une au moins des propositiopsq soit vraie.

Les conditions dans lesquellép ou q) = r est fausse et celles dans lesque(ps—

r) et (q=r) est fausse sont donc identiques : ces deux propositions sont logiquement
équivalentes.

Exercice 2

Par hypothése, I'ensembbfecontient au moins un élément. Soit daaman élément dé\.
PosonsX = {a} et appliquons & la proposition de I'énoncé. L'hypothése C A étant
vérifiée, on aX = Aou X = @. Mais X n'est pas vide, don¥ = A. On a ainsi montré que
A={a}.




Exercice 3

Quelles que soient les partiésetY deE, on aXNY Cc X C XUY etXNY C
Y C XUY. Par conséquent, si on suppose gueY = XNY, on en déduit les égalités
XNY =X=XUY etXnY =Y = XUY, ce qui exige évidemmext =Y.
2.

On ales égalités successivéanNB)° = {t c E |t ¢ ANB} = {t € E [nont e ANB)} =
{teE|nontcAetteB)} ={tcE|nontcA)ounorteB)}={tcE|(tcA°)ou(te
B®)} = ACUBE.
3.
Oui, c’est possible : il suffit de choisik = B. En effet on a alor&\nB = A, donc
(ANB)¢ =A%, A° = Bf, doncA°N B® = A%, et on en déduit biefANB)¢ = A°NB°.
4.

Appliquons 'hypothése en choisissaht= E etB = @. On obtient ainsi
(%) (ENng)*=E°Nng°

OronaeE®=g, o =EetEN@ =9 NE = @. On en déduit quéEN &)° = ° =E et
queE*N@° = o NE = @. La relation(x) montre donc qu& = .

On peut donner une autre démonstration du méme résultat en utilisant les questions 1
et 2. D'aprés la question 2, I'hypothése faite ici équivaut a : quelles que soient les parties
AetBdeE,

A°UB®=A"NB".
Mais d’apres la question 1, cette derniere égalité n’est possible gie-88°, c’est-a-dire
A = B (deux sous-ensembles qui ont des complémentaires égaux sont égaux 'E Ainsi
vérifie la propriété suivante : quelles que soient les pattieB deE, A = B. Autrement
dit, E a au plus un sous-ensemble, ce qui signifie exactemeri @sevide : I'ensemble
vide a un seul sous ensemble (lui-méme!), et un enselmble n’est pas vide a au moins
deux sous-ensembles distinatset E.




Exercice 4

On désigne paE I'application deR dansR qui a tout réek associe sa partie entiere, c’est-
a-dire le plus grand entier relatif inférieur ou égad. a

Etant donné une parti@ deR, on noteE (A) son image directe pd etE~1(A) son image
réciprogue pakE. Autrement dit, on a

E(A)={yeR|(3xeA) (y=EX)}
E1(A)={xeR|E(x) € A}
1. L'applicationE est-elle surjective ?
NON : il n’existe aucun réet tel queE(x) = % (seuls les entiers sont dans I'image
de I'applicationE).
2. L'applicationE est-elle injective ?
NON : il n’est pas difficile de trouver deux réels distincts ayant méme partie entiére

(par exem Ie% et 1)
p p 3 2 .

3. Déterminer les parties suivantesie

o<1 = {3
@e((o1)={o}
@02~ {o
@)= for)

fH E(R\Z)=2Z [Linclusion de gauche a droite résulte de (a). Linclusion inverse
est due au fait que, pour tout entier relation an = E <n+ %) J

(@ E YR =R [Cela est vrai pour n'importe quelle application BelansR.]

(hy E-* ({ \/§}> =0 [Aucun réel n’a pour partie entiérg?2.]

(i) E {O, l[) = {O,l[ [Soitx un réel tel queE(x) € [O,l[. AlorsE(x) =0, car0
est I'unique entier dans I’ensemb[é, 1[. Or les réels qui ont pour partie entiére 0
sont ceux de I'ensembl%o, 1 [.]

() E'0)=R [Tout réel a sa partie entiére daisdonc dang).]

4. Est-il vrai que, quelles que soient les parthestB deR, on a
E(ANB)=E(A)NE(B)?

Si oui, donner une démonstration. Si non, donner un contre-exemple.



La réponse est NON : le contre-exemple est fourni par les questions 3 (d) et 3 (e).

1 1 1 1
Posons en effefk:}o, p [ etB= } é,2]. OnaANB=g (carE < E)' doncE(ANB) =

@, tandis quee(A)NE(B) = {0} N{0,1,2} = {0} # @.

Exercice 5

Les deux occurrences desont muettes (le mutificateur est le symbole de réunion
indexée). Les deux occurrencesalsont parlantes (libres).

A. B
C. D
A U] ! = 1

. nL_Jl[a,aJr ﬁ] = [a,a+ }

. 1 1
En effet, pour tout entien > 1, on aa+ i <a+1, donc[a,a+ ﬁ} C [a,aJr 1},
+0o 1
d’ots I'on déduit 'inclusion| [a,a+ ﬁ] C [a,a+ 1}.
n=1
-+ 1
L'inclusion inverse[a7a+ 1} C U [a,a+ ﬁ] résulte du fait que{a,a—k 1} est I'un

des intervalles qui figurent dans la réunion, plus précisément le premier, celui qui corres-
pond a l'indicen = 1.



5
s s 1 , . 1
L'inégalité a+ a < a+1 montre que I'on a, pour tout entier> 1, ]a,a+ a [ C

—+o00
- . 1
} a,a+ 1[, d’oul l'inclusion U} a,a+ [ C } a,a+ 1[.
n=1
+ 1
Exactement comme en A, l'inclusion inver%a, a+ 1[ C U} a,a+ o [ résulte du

fait que l'intervalle correspondant, dans le second membre, a l'imdied, est précisé-
ment] aa+ 1[.

1
C. [ f} = {a}.
N|aa+-|=1{a
n=1
, . 1 i 1
D’une part, on a, pour tout entier> 1,a € [a,a+ ﬁ] , etdonc{a} C ﬂ {a,a—% ﬁ} .
n=1
+ 1
D’autre part, soitx un élément de I’ensemblﬂ [a,a+ f]. Alors on a, pour tout
1 n=1 n
entiern> 1, a < x < a+ —. Cela montre en particulier queest supérieur ou égala
Raisonnant par I'absurde, supposons que l'inégalité soit strcted). Alors on aurait
x—a> 0 et, d'aprés la propriété rappelée au début de I'exercice, il existe un entier

- L . R 1 . s 1
n (évidemment supérieur ou égal a 1) tel cwe: X — a, c'est-a-direa+ a < X. Cela

contredit I'inégalitéx < a+ ﬁ qui était valable pour tout entier> 1. L'inégalitéex > a

ne peut donc pas étre stricte. On en déduit geea. On a ainsi prouvé l'inclusion
+00
1

N [a,a+f} C {a}.
n
n=1
Finalement on a bien établi I'égalité annoncée.

+00

D. ﬂ}a,a+%[:®.

n=1
) . 1 .
Onremarque que, pour tout entieg: 1, l'intervalle ouvert} a,a+ - { estinclus dans

. , 1 S .
lintervalle fermeé correspondarﬁa, a+ ﬁ} . On en déduit I'inclusion

+00

ﬁ}a,a—krl][c N [a,a+%},

n=1
c’est-a-dire, vu ce qui a été démontré en C,

oo 1

ﬂ}a,aJrﬁ[c{a}.

n=1



TN : 1 _
Or a n'appartient a aucun des intervalles ouv%ﬂsﬂ— - [ donc n’appartient pas
+o0
R . . . 1 ,
a leur intersection. Il en résulte qL@]a,a+ ﬁ[ est un sous-ensemble dla} qui ne

n=1
contient pas I'élémerd : ce ne peut donc étre que I'ensemble vide.

2.

Exercice 6

La variableA est parlante. Les variableset y sont muettes (les mutificateurs étant
les quantificateurs) .

(a) :
Z (A) est FAUX : on a par exemple2A, v/2 < 2 et pourtani/2 ¢ A.

(b) :
F(A) est VRAI : la partie droite de I'implicationy(e A) est vraie quel que soit le
réely.

(€)

Z (A) est FAUX : le méme exemple qu’en 1 le prouve.

(d) :
F (A) est VRAI : pour tout réex négatif ou nul, et pour tout rég| siy est inférieur
ax, alorsy est négatif ou nul.

(e) :
Z(A) est FAUX : on a par exemple©A, —1 < 0 et pourtant-1 ¢ A.

SoitA une partie deR telle que I'énoncé&/(A) soit faux. Alors la négation d€(A) ,
c’est-a-dire I'énoncé
(IxeA)(VyeA(x<y),

est vraie, ce qui signifie qu&a un plus petit élément. AppelonsdeOn aalora—1< a
eta—1¢ A (puisquea est le plus petit élément d&. Cela prouve que I'’énoncé (A)
est également faux. On a ainsi montré que chaque fois4é¢ est faux,.7 (A) est
également faux, ce qui revient & dire que la propositians (A) = ¥ (A)) est vraie.



En choisissanA = Z, on voit que¥ (A) est vrai  n’a pas de plus petit élément),
alors queZ (A) est faux (voir 2 (a)). Donc la propositiofA(¥4 (A) = .% (A)) est fausse.
5.

(a)
Cet énoncé est synonyme @¢A) (voir 3).

(b)
Cet énonceé n’est synonyme ni d&A) nide¥(A) : en effet 'ensemblé = [0, 4 o]
est infini, ne satisfait pas I'énonc& (A) (voir 2 (e)) et ne satisfait pas non plus
'énoncé¥ (A), puisqu’il a un plus petit élément (0).

(c)
Cet énoncé n’est synonyme ni d&A) nide¥(A) : en effet 'ensemblé = Z n’est
pas minoré mais ne satisfait pas I'éno€éA) (voir 2 (e)), et I'ensemblg0, 1] est
minoré (par exemple par 0) mais il satisfait I'éno¢@A), puisqu’il n’a pas de plus
petit élément.

(d)
Cet énoncé n’est synonyme ni d€&(A) ni de¥(A) : en effet 'ensemblé = Z n'a
pas de borne inférieure mais ne satisfait pas I'énci¢a) (voir 2 (e)), et'ensemble
10,1[ a une borne inférieure (c’est 0) mais il satisfait 'énof@), puisqu’il n’a pas
de plus petit élément.

(e)
Cet énoncé est synonyme dgA).
Rappelons d’abord qu’'un sous-ensen¥ldeR est un intervalle si et seulement si,
quels que soient les élémentsty de X tels quex <y, tout réelztel quex < z<y
est aussi un élément de
Soit A un ensemble tel qué? (A) soit vrai, soitx ety des éléments da tels que
X <y, et soitzun réel tel quex < z < y. PuisqueZ (A) est vrai et quey € A, tout
réel strictement inférieur pest dang\, doncz € A. Ainsi A est un intervalle. Si cet
intervalle n’était pas vide et si son extrémité gauche n'était-pascette extrémité
serait par exemple un réal Mais on aurait alora—1 < aeta—1¢ A ce qui
contredirait 'énoncé” (A). DoncAne peut étre que I'ensemble vide ou un intervalle
deR dont I'extrémité gauche esteo.
Maintenant, soiA un ensemble tel qué (A) soit faux. Dans ce cas c’est sa négation,
c’est-a-dire I'énoncé3x € A)(3y)(y < x ety ¢ A), qui est vraie. Il y a donc un réel
Xo appartenant & et un réelp n'appartenant pasAqui vérifient 'inégalitéyo < xo.
Cela montre d'abord quA n’est pas vide (il contient I'élémeng). Par ailleursA
ne peut pas étre un intervalle dont I'extrémité gauche serajtcar celui-ci devrait
alors contenir 'intervallé—oo, x|, mais c’est impossible puisqyg < X etyp ¢ A.




Exercice 7

Soitk un entier naturel tel quB[K] soit vrai, c’est-a-dire tel que®4- 1 soit divisible par
3. On a l'égalité 41 — 1 = 4(4K — 1) 4- 3. Lentier 4+1 — 1 est donc la somme de deux
multiples de 3. Il est donc lui-méme divisible par 3. L'énorRj&+ 1] est donc vrai.
Nous avons prouvé que I'énone&(P[k] = P[k+ 1]) est vrai.

De maniere analogue, considérons un eritsl queQIk] soit vrai, c’est-a-dire tel
que &+ 1 soit divisible par 3. On a l'égalitéd! + 1= 4(4+1) —3. Lentier 471 1 est
donc la différence de deux multiples de 3. Il est donc lui-méme divisible par 3. L'énoncé
Q[k+ 1] est donc vrai. Nous avons prouvé que I'énovk@Q[k] = Q[k+ 1]) est vrai.

OUI : en effet, 'énoncéP|0] est vrai (4 — 1 = 0, donc est divisible par 3). On a
prouvé d'une part qul|[0] est vrai et d’autre part quek(P[k] = P[k+ 1]) est vrai. Le
principe de récurrence nous permet d’en conclure que I'énBfrdéest vrai pour tout
entier natureh.

NON : par exemple[0] est faux puisque%+ 1 = 2, qui n’est pas divisible par 3.

En fait 'énoncéQ|n] n'est vrai pour AUCUN entier naturel. Il suffit pour s’en
convaincre de remarquer que, pour taut N, (4"+1) — (4"—1) =2. Comme 4 -1
est toujours divisible par 3 (question 2), s'il y avait une valeung®ur laquelle 4+ 1
était divisible par 3, la différencéd” + 1) — (4" — 1) serait aussi divisible par 3, ce qui
est faux puisqu’elle est égale a 2.

Evidemment, le raisonnement par récurrence n’est pas applicable pour cette ques-
tion 3, bien que I'"énonc&k(Qlk] = Q[k+ 1]) soit vrai. C'est I'étape initiale d'un tel
raisonnement qui est en défaut.




